Comment calcule-t-on numériquement

la solution d’une équation ?

Petits pieges de la simulation numérique (I)

Texte de E. Grenier.

Prenons une équation qui décrit un phénomene physique, chimique ou
biologique. Deux questions se posent au mathématicien :

e existe-t-il toujours une solution 7 est-elle unique 7 quelles sont ses
propriétés 7 (est-elle positive 7 ou sont ses zéros 7 est-elle croissante

7).

e comment peut-on calculer effectivement cette solution 7 peut-on le
faire rapidement ?

La premiere question est théorique et abstraite, et nul doute que ce soit
une question de "mathématiques”. La seconde ressemblerait plus a une ques-
tion d’informatique, ou a une question d’ingénieur. Qu’en est-il 7 Suffit-il
de programmer 1’équation sur sa calculatrice pour avoir la solution 7 Est-ce
évident 7 direct 7 ou faut-il tout d’abord réflechir 7 L’accélération du calcul
n’est il qu'une question de Megahertz 7 de rapidité du processeur de calcul 7

Si il suffit de rentrer une équation dans une calculette ou un superordi-
nateur, la seconde question n’est pas une question de mathématiques, et il
n’y a rien a faire.

Si par contre il faut un travail préliminaire abstrait pour trouver un
schéma efficace, du coup la théorie des algorithmes numériques redevient un
sujet a part entiere des mathématiques. L’informatique (ou plus exactement
la programmation) se charge de la mise en place effective (mise en place sur
des gros ordinateurs, parallélisation,...), et I'ingénierie fournit les cas concrets
a calculer.

Le but de cette note est de tenter de répondre a ces questions sur un cas
simple ....



1 Transport ...

Commengons par une équation aux dérivées partielles tres simple. Soit u(¢, x)
une fonction de deux variables réelles ¢ et x. Une équation aux dérivées
partielles (edp en abrégé) est une équation reliant des dérivées partielles de
u. Une des équations les plus simples est

ou Ou

E—{_a_x:()' (1)

Elle relie la dérivée partielle par rapport au temps avec la dérivée partielle
par rapport a .
La solution de (1) est particulierement simple. Toute fonction de la forme

u(t,z) = ¢la — 1) (2)

ou ¢ est une fonction réelle dérivable arbitraire est solution !. Par exemple si
on connait u a ¢t = 0, c’est-a-dire si on conna”u(0, z) pour tout € R, alors
on conna’u(t,z) pour tout ¢t € R et pour tout € R simplement par

u(t,z) = u(0,z —1). (3)

Comment peut-on calculer la solution de (1) si on se donne w a ¢t = 0.
Elémentaire allez vous dire ! Il suffit d’utiliser (3) !.

Oui, mais imaginons qu’on ne connaisse pas (3) 7 Que fait-on 7 Peut-on
calculer la solution numériquement 7

Question sans intérét allez vous dire, puisqu’on conna’parfaitement la
solution ...

Pas tout a fait, car bien str les équations que 1’on cherche effectivement
a résoudre sont plus compliquées, et pour elles on ne conna”pas de solution
explicite. L’équation présentée ici est simplement un modele simplifié pour
présenter les idées, sans rentrer dans des difficultés techniques. Une équation
effectivement utilisée est par exemple I’équation de Hopf

du  Ou?

L ()
at  Ox

La, il existe une formule ”semi-explicite”, c’est-a-dire il existe effectivement

une formule, mais elle est a peu pres inexploitable tant elle est compliquée.



Un systeme d’équations plus réaliste est un systeme issu de la dynamique
des gaz (fluides compressibles barotropes)

dp | 9(pu)
— =0 5
Ox i Ox ’ (5)
O(pu) | Opu?)  Oplp) _
ot + dz + dx 0 (6)
ou p est une fonction dérivable de R vers R.
La plus de solution explicite du tout ... et le systeme est physiquement

intéressant (des variantes sont effectivement utilisées dans des codes indus-
triels). Il semble clair qu’avant de résoudre (5,6) il vaut mieux commencer
par résoudre (1) ! C’est ce que nous allons faire maintenant.

2 Un premier essai ....

Bien sur un ordinateur ne peut contenir qu’un nombre fini de données. On ne
pourra donc pas calculer u(t, ) pour tous les ¢ et tous les & mais seulement
pour un nombre fini d’entre eux. Ce n’est pas grave, les autres ¢t et = peuvent
étre recalculés par des techniques dites d’interpolation.

Pour se ramener a un nombre fini de x, on "discrétise” x, c’est-a-dire
on divise un intervalle de calcul 0 < & < A en petites "boites” de longueur
h > 0. Supposons que 'on crée N boites. On a

h=—.
N

Les boites B; sont définies par
Bj = [jh,(j + 1)A[.

Plus N est grand, plus les boites sont petites et plus le calcul sera précis ...
mais plus il sera long.

De méme facon on discrétise le temps. Soit k le pas de temps. On coupe
le temps en "tranches” de longueur k. Soit

t, = kn.

Une fagon simple de calculer u est d’approximer u par une constante, notée

v’ sur chaque "maille”:

u(t,z) ~ul pour r € B; t, <t <tpyq.



Il reste a transcrire I’équation (1) en des relations entre les u?, c’est-a-dire a
exprimer du/dt et du/dx en fonction des ul'.
Le plus simple est de remplacer la dérivée par rapport au temps par une
dérivée discrete
ou  ultt —wur
a "k

et de facon similaire
. YY) _ g
Ju Uy — Uiy

oz 2h
A noter qu’on peut aussi approcher la dérivée temporelle par (ut'—u?~")/2h,
mais cela ne change rien au résultat.
L’équation (1) devient alors

n+1 n n n
2 2 141 1—1
_I_

k 2h

u

= 0. (7)

Tout ceci est bien naturel allez vous dire !

Si on se donne u! alors (1) permet de calculer de proche en proche tous
les u?... sauf pour ¢ = 0 ou ¢t = A/h. Pour ¢ = 0 en effet, (7) fait intervenir
u”, qui n’est pas définit !

Passons sur ce détail. Une des facons de faire est de considérer une
solution périodique en espace, de période A. Cela revient a dire que u”; =
Wispoy €t uf = uy. Une autre méthode est d’imposer des ”conditions
aux limites” en @ = 0 et + = A. C’est un peu plus délicat et ne sera pas
discuté ici.

A noter que (7) est particulierement facile a programmer. Nous donnerons
ici les programmes en langage Matlab, toutefois il est facile de les transposer
en n'importe quel autre langage de programmation. Ce genre de schéma
numérique peut se programmer sur n’importe quelle petite calculatrice !

Passons aux résultats !

Prenons le cas périodique, de période 1, h = 0.01, £ = 0.005, et essayons
de résoudre I’équation (1) avec donnée initiale

u(0,z) = sin(27z).

La solution est

u(t,z) = sin(27r(x — t))
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Figure 1: Schéma centré, t =1

Initialisons le schéma par

u? = sin(27ih).

Et tragons u pour divers n.

Bon, pour n petit, ¢a marche ....

mais ne crions pas trop tot victoire ... rapidement la solution se met a
vibrer .... de plus en plus ..... et explose completement !

Bon, c’est I’échec complet !

Recommencons donc en diminuant & et k.... c’est plus long a calculer,
mais cela semble mieux .... enfin ... pas tant que cela !

Faisons un petit bilan, le schéma (7), pourtant le plus naturel et le plus
simple ne marche pas du tout ! Impossible de calculer la solution de cette
équation, pourtant la plus simple des équations aux dérivées partielles.



schema centre : t = 1.47
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Figure 2: Schéma centré, t = 1.47
schema centre : t=1.6
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Figure 3: Schéma centré, t = 1.6



schema centre : t=1.7
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Figure 4: Schéma centré, t = 1.7

3 Essayons autre chose

Ah, dirons les esprits chagrins, la formule n’est pas tout a fait symétrique en
t et en x. Pourquoi pas essayer

n+1 n n n
Wi T M T 8
Essayons !
Bon ce n’est pas mieux ...
Essayons autre chose
n+1 n n n
U; — U Uy — Uy
=0 9
- - (9)
Ah, ca n’oscille plus ! et c’est beaucoup plus stable .... ca marche !



schema decentre : t = 0.425
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Figure 5: Schéma décentré (8), t = 0.425
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Figure 6: Schéma

décentré (9),t =1, h = 0.01, £ = 0.005



schema decentre : t = 2
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Figure 7: Schéma décentré (9), t = 2, h = 0.01, & = 0.005

Voila donc que (9) marche, alors que ce schéma est on ne peut plus voisin
de (8) qui lui ne marche pas du tout ! Il devient clair qu'une programmation
“en aveugle” sans réflechir n’a pas beaucoup de chance de marcher ....

Poursuivons un peu. Essayons d’accélerer un peu le calcul. Pour aller

plus vite, facile ... il suffit d’augmenter k. Regardons les résultats pour
divers k. Soit A = 0.01. Regardons k£ = 0.005, £ = 0.1. Le premier marche,
pas le second ... quelle est la limite 7 En fait pour avoir la stabilité pour

toute donnée initiale il faut k& < h.

Bien, passons a 1’équation voisine

o
ot dx

Maintenant ... (9) ne marche pas, mais (8) marche !



schema decentre : t=1.5
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Figure 8: Schéma décentré, t = 1.5, h = 0.01, £ = 0.1

4 Bilan

On vient de voir sur un exemple simple que le schéma numérique le plus
simple que I'on puisse imaginer ne marche pas ... le schéma (9) marche bien,
mais le trouver est plutot une question de chance si on n’a pas de théorie !
Dans le cas de systemes plus complexes on sent bien qu’un discrétisation ”au
hasard” ne va pas marcher ...

Comment analyser ces schémas ?

Réecrivons (7)

uptt = uf + o Yim1 T g Uit (10)

Essayons de majorer [u?*!|. Soit
oy, = sup |u?|.
On a . L
) < ]+ e+
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soit

Opt1 < <1 + %)an.

On n’a donc pas mieux que
kyn

Pour k£ = h cela donne
a, < 2%ag

ce qui n’est pas glorieux ... au temps t = 1 cela donne
a1/ = 21/kOéo

qui est tres grand quand k est petit... En fait on n’a pas mieux ... et c’est
I’originie des instabilités !

A-t-on mieux pour (9) ? Le schéma (9) se réecrit

o (1 - %)u;f 4 %u?_l. (11)

U

On a alors " "
utt — NV + 2
] < (1= ) luf ]+ o ful
ce qui donne
an+1 S O

sil—k/h > 0, c’est-a-dire si k < h ... tiens, revoila la condition de stabilité !
La relation a,11 < «, est garante de stabilité, puisqu’on est assuré que le
maximum de |u?| décroit.

Et le schéma (8) 7 1l donne
ult = (1 — < )ul + Eu?_l. (12)
h

On a alors

) < (1 2 ) luf |+ 7 luly

ce qui donne ...

Qg1 < (1 + 2%)an
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et on est reparti dans le décor, comme pour (7) !

Bien stir pour justifier que les solutions de (9) convergent vers la solution
de I'edp quand les parametres de discrétisation h et k tendent vers 0 (avec
k < h), il faut encore travailler .... La preuve fait appel a des estimations a
priori et a des arguments de compacité entre espaces fonctionnels.

5 Les programmes

Les programmes sont écrits en langage "matlab” (langage tres pratique pour
les calculs numériques mais hélas payant !, voir http://www.mathworks.com).

5.1 Schéma centré (7)

%
% Schema centre

%

% Parametre:

h = 0.01;
k = 0.005;
N = 1/h;

% Initialisation
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U="7;
U(2:N+1) = sin(2*pi*h*(2:N+1));
U(1) = U(N+1);

U(N+2) = U(2);

% Boucle

for t=0:k:10,
U(2:N+1) = U(2:N+1) + (k/(2*%h))*U(1:N) - (k/(2%h))*U(3:N+2);
U(1) = U(N+1);
U(N+2) = U(2);
t
plot ([1:N+2]*h + i*U);

pause

end
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5.2 Schéma décentré (8)

%
% Schema centre

%

% Parametre:

h = 0.01;
k = 0.005;
N = 1/h;

% Initialisation

U="7;
U(2:N+1) = sin(2*pi*h*(2:N+1));
U(1) = U(N+1);

U(N+2) = U(2);
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% Boucle

for t=0:k:10,
U(2:N+1) = U(2:N+1)*( 1+ (k/(2%h))) - (k/(2%h))*U(3:N+2);
U(1) = U(N+1);
U(N+2) = U(2);
t
plot ([1:N+2]xh + ix*U);

pause

end

5.3 Autre schéma décentré (9)

%
% Schema centre

%

% Parametre:



h =0.01;

b
]

0.005;

N = 1/h;

% Initialisation

U="7;
U(2:N+1) = sin(2*pi*h*(2:N+1));
U(1) = U(N+1);

U(N+2) = U(2);

% Boucle

for t=0:k:10,
U(2:N+1) = U(2:N+1)*( 1 - (k/(2xh))) + (k/(2%h))*U(L1:N);
U(1) = U(N+1);
U(N+2) = U(2);
t
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end

plot ([1:N+2]%h + ix*U);

pause
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