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CALCUL INTEGRAL.

VINGT ET UNIEME LECON.

INTRGRALES DRFINIES.

Supposons que, la fonction y = f(x) étant continue par rapport a
la variable « entre deux limites finies z =z,, * =X, on désigne
par x,, &,, ..., &,_, de nouvelles valeurs de 2 interposées entre ces
limites, et qui aillent toujours en croissant ou en décroissant depuis
la premiére limite jusqu'a la seconde. On pourra se servir de ces
valeurs pour diviser la différence X — , en éléments

(1) Ty Loy Xy— Py T3~ Ty vovy X —Tpy

qui seront tous de méme signe. Cela posé, concevons que I'on mul-
tiplic chaque élément par la valeur de /() correspondante & 1'ori-
gine de ce méme élément, savoir I'élément z, — x, par f(z), I'éle-

ment x, — @, par f(x,), ..., enfin I'élément X — =, _, par f(z,. ,):
et soit

(2) S::(‘rl—‘l’o)f(-’co)‘i‘ (£ —2y) f(2)) +...+ (X —2py) f(24-1)

la somme des produits ainsi obtenus. La quantité S dépendra évidem-
ment : 1° du nombre n des éléments dans lesquels on aura divisé la
différence X — &,; 2° dos valeurs mémes de ces éléments et, par con-
séquent, du mode de division adopté. Or il importe de remarquer
que, si les valeurs numériques des éléments deviennent tras petites



, CALCUL INTEGRAL. ' 128
et le nombre » trés considérable, le mode de division naura plus sur
la valeur de S qu'une influence insensible, C'est, effectivement, ec
que I'on peut démontrer comme il suit.

Si I'on supposait tous les éléments de la différence X — z, réduits
& un seul qui serait cette différence elle-méme, on aurait simplement

(3) S =X —z,) f(z).

0

Lorsque, au contraire, on prend les expressions (1) pour éléments
de la différence X — z,, la valeur de S, déterminée dans ce cas par
Péquation (2), est égale & la somme des éléments multipliée par une
moyenne entre les coeflicients

f(-z'o)r f(‘”l)) f(wt)v vrey f(“"'n—l)

[ voir, dans les préliminaires du Cours d’ Analyse, le corollaire du théo-
reme I1E (')]. D'ailleurs, ces coefficients étant des valeurs particulibres

de 'expression
STwe + (X -~ )]

qui correspondent i des valeurs de 0 comprises entre zéro ct I'units,
on prouvera, par des raisonnements semblables & ceux dont nous
avons fait usage dans la septiéme Legon, que la moyenne dont il
s'agit est une autre valeur de la méme expression, correspondante
4 une valeur de 0 comprise entre les mémes limites. On pourra done
a I'équation (2 ) substituer la suivante

(3 S = (X ~x) 2+ 5(X — 2y},

dans laquelle 0 sera un nombre inférieur a I'unité.

Pour passer du mode de division que nous venons de considérer &
un autre dans lequel les valeurs numériques des éléments de X — z,
soient encore plus petites, il suffira de partager chacune des expres-
sions (1) en de nouveaux éléments. Alors on devra remplacer, dans
le second membre de I'équation (2), le produit (x, — x,) f(x,) par

(') OFEuvres de Cauchy, S. 1, T. HI, p. 28.
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une somme de produits semblables. 2 laquelle on pourra substltuer-
une expression de la forme

(x;— l'o)f[-l‘o"' folz— )],

% étant un nombre inférieur a I'unité, attendu qu'il y aura entre cette
somme et le produit (x, — 2,) f(z,) une relation parcille & celle qui
existe entre les valeurs de S fournies par les équations (4) et (3).
Par la méme raison, on devra substituer au produit (x, — z,) f(x,)
une somme de termes qui pourra étre présentée sous la forme

(23— x,) [ 2+ 0y (2, — )},

0, désignant encore un nombre inférieur 3 'unité. En continuant de
la sorte, on finira par conclure que, dans le nouveau mode de divi-
sion, la valeur de S sera de la forme

5 S= (2y— &o) fag 4+~ bo (24 — x,)]
+ (wy— &) f 2+ 0y (23— ()] +. ..

(3)
{ +(x—‘1’r¢-|)f[~1'n~—|+ a/u—l(x“‘-"’n-x)]-
Si Pon fait dans cette derniére équation

SIe+0 (21— x0)] = f(£,) 5y,
[z + 61(‘74'2"‘-”1)] = f(x,) = P

f[-ru-»l -+ au—ﬂ (x - xn—l )] ::f(‘l"n-l) =+ 5/:-!)
on en tirera

| S= (21— 2) [f(=) 2] + (Es—2) [S(2)) = &) +. .
+(x"‘$u-t)[f(~z'n-t) +——3u-—|]»

(6)

puis, en développant les produits,

(=) g S = (8 — &) [(g) 4~ (23— Z(@) + oo+ (X = 2ny) f(2any)

T (b — ) g (py—upy) .. = -t (X—kpy).

Ajoutons que, si les éléments Ty — Xy Ty— 2y, +vvy X — x,—, ont
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des valeurs numerlques trés. petltes, chacune des quantités == ¢,

L&y ooy dig,, différera tres peu de zéro, et par suite il en sera
de méme de la somme

Eeo(@y— o) L gy (2y—2,) ... £ et (X —&n_y),

qui est équivalente an produit de X — =, par une moyenne entre ces
_diverses quantités. Cela posé, il résulte des équations (2) et (7) com-
_parées entre elles qu'on n’altérera pas sensiblement la valeur de S
calculée pour un mode de division dans lequel les éléments de la dif-
férence X — z, ont des valeurs numériques trés petites, si 'on passe
a un second mode dans lequel chacun de ces éléments se trouve sub-
divisé en plusieurs autres.

Concevons & présent que I'on considére 3 la fois deux modes de
division de la différence X — a,, dans chacun desquels les éléments
de cette différence aient de trés petites valeurs numériques. On
pourra comparer ces deux modes i un troisitme tellement choisi
que chaque élément, soit du premier, soit du second mode se trouve
formé par la réunion de plusieurs éléments du troisidme. Pour que
cette condition soit remplic, il suffira que toutes les valeurs de ,
interposées dans les deux premiers modes entre les limites x,, X,
soient employées dans le troisicme, et I'on prouvera que P'on altére
trés peu la valeur de S en passant du premier ou du second mode
au troisitme, par conséquent en passant du premier au second.
Done, lorsque les éléments de la différence X — 2, deviennent infini-
ment petits, le mode de division n’a plus sur la valeur de § qu'une
influence insensible; et, si I'on fait décroitre indéfiniment les valeurs
numériques de ces éléments, en augmentant leur nombre, la valeur
de S finira par étre scnsiblement constante ou, en d'autres termes,
elle finira par atteindre une certaine limite qui dépendra uniquement
de la forme de la fonction f(z) et des valours extrémes z,, X attri-
buées a la variable x. Cette limite est ce qu’on appelle une intégrale
définie.

Observons maintenant que, si I'on désigne par Az = h = dz un

Yol
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accroissement fini attribué a Ia variable z, les différents termes dont
se compose la valeur S, tels que les produits

(&= @) f(20), (@) fly),
seront ous compris dans la formule générale
(8) . /lf(w)ﬁ.f(‘r)dl',
delaquelle on les déduira I'un apres I'autre, en posant d’abord

=2, et h= 2y — 2,
puis
r—=ux, et h=2y— 2y,
On peut done énoncer que la quantité S est une somme de produits
semblables & I’expression (8), ce qu'on exprime quelquefois a I'aide
de la caractéristique X, en écrivant

(y) S:;ZI:f(x):Ej(.r)A.r.

Quant & l'intégrale définic vers laquelle converge la quantité S, tandis
que les éléments de la différence X — 2, deviennent infiniment petits,
.on est convenu de la représenter par la notation [t f(z)ou f S(@)dz,
dans laquelle la lettre [, substituse i Ia lettre £, indique', non plus
une somme de produits semblables 3 Pexpression (8), mais la limite
d’une somme de cette espéce. De plus, comme la valeur de I'intégrale
définie que 'on considére dépend des valeurs extrémes Z,. X altri-
buées i la variable z, on est convenu de placer ces deux valeurs, la
premitre au-dessous, la seconde au-dessus de la lettre f, ou de les

écrire i coté de intégrale, que 'on désigne en conséquence par I'une
des notations

w Sy, f/‘(w)dw[?]; Jrea| 23]

La premitre de ces notations, imaginée par M. Fouricr, est la plus
simple. Dans le cas particulier oit Ia fonction /() est remplacée par
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une quantité constante a, on trouve, quel que soit le mode de divi-
sion de la différence X — z,, - '

S=a(X—uxz,),

et 'on en conclut )
X
(1) f ade = a(\ — z,).

R

Si, dans cette derniére formule, on pose @ =1, on en tirera

X
(12) / de =X — z,.
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VINGT-DEUXIEME LECON.

FORMULES POUR LA DETERMINATION DRES VALEURS EXACTES OC APPROCHRES -
DHS INTEGHALES DBPINIAS,

D'aprés ce qui a été dit dans la derniere Legon, si U'on divise X — ,
en éléments infiniment petits z, — x,, 2, —2,, ..., X — Ty la
somme '

(1) S;—_—(,-z;‘_,z-o)f(.z-o) -+ (a‘,—xg)f(a:,)+...+(X~—-'Du—|)f(-z‘n—|)

convergera vers une limite représentée par Pintégrale définie

X
{2) f S(x)de.

Des principes sur lesquels nous avons fondé cette proposition, il
résulte qu'on parviendrait encore 4 la méme limite si la valeur de S,
au lieu d’étre déterminée par I'équation (1), était déduite de formules
semblables aux équations (5) et (6) (vingt et uniéme Legon), c’est-
a-dire si Fon supposait
| (3= (&= 20 flae+b(mi—a))
(3) . + (29— &) floey+ O (23— 2 )] +. ..
( + (X —=2py) f[ @0y + by (X - Zaw)l

0 0,, ..., 6,_, désignant.des nombres quelconques inférieurs &
P'unité, ou bien
A { S={(zy—2) [f(20) £ey] + (Ze— @) [[f(z) e ] +...

J + (X = 2uy) [N @) Tty )y

€00 &4y« o1 &, désignant des nombres assujettis & s'évanouir avec
Ies éléments de la différence X — z,. La premiere des deux formules
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précédentes se réduit a 'équation (x), lorsqu’on prend
Op=0=...=0,_;=o.

Si I'on fait, au contraire,

Bp=0b1=...=0py=1,

-

on trouvera
) S=(zi—x) f(2) +(zs—2)) f(2) +...+ (X — 20y) S(X).

Lorsque, dans cette derniére formule, on échange entre elles les deux
quantités 2, X, ainsi que tous les termes placés a égales distances
des deux extrémes dans la suite z,, «,, ..., z,_,, X, on obtient une
nouvelle valeur de S égale, mais opposée de signe, 2 celle que fournit
P'équation (1). La limite vers laquelle convergera cette nouvelle valeur
de S devra donc étre égale, mais opposée de signe, & l'intégrale (2), de
laquelle on la déduira par I'échange mutuel des deux quantités x,, X.
On aura done généralement

E X
6 de=— dz,
(6) [ srde=— [ f@)do

On emploie fréquemment les formules (1) et (5) dans la recherche
des valeurs approchées des intégrales définies. Pour plus de simpli-
cité, on suppose ordinairement que les quantités z,, 2, ..., £,_,, X
comprises dans ces formules sont en progression arithmétique. Alors
les éléments de la différence X — z, deviennent tous égaux i la frac-

X —ux ‘o . .
°; et, en désignant cette fraction par ¢, on trouve que les
n

tion
équations (1) et (5) se réduisent aux deux suivantes :

(7)) S=L[f(xe) +S( T+ &)+ f(2+ 28y +.. .+ (X —28) + f(X—i)],
(8) S=i[f(xo+ i)+ f(Zo+36) ...+ f(X—28) + f(X — ) +£(X)].

On pourrait supposer encore que les quantités zy, 2y, ..., z,_,, X

forment une progression géométrique dont la raison différe trés peu

. 1

o S : X\*
de I'unité. En adoptant cette hypothese et faisant (;0) =1+, on
tirera des formules (1) et (5) deux nouvelles valeurs de S, dont Ia

L7

OEuvres de C. — S. 11, t. IV,
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premiére sera

(9) S§= z{.z:,,f(.z‘o) + xo(1 + o) fle (1 +a)] +...+ H)fo:f(_}g—)%‘

Il est essentiel d'observer que, dans plusieurs cas, on peut déduire
des équations (7) et (9), non seulement des valeurs approchées de
Fintégrale (2), mais aussi sa valeur exacte ou limS. On trouvera, par
exemple,

¥ (X — 2) (X + 7 — £) Xt—2z} _X—a}

(10) f.r dz =lim =lim = ,
*, 2 242 2
X AN x, X &
eodo i LAY —A%)  AS— A%
ij: A*de = lim G =
(re) <
'f ¢® dr = e¥ — ¢%,
VY, .
{ X 1, patl 4l geakl
x2de = lim a,(xa o) = X« o,
. {1+ a)e+t—) @1
(12) = '

| ¥ dr . X
f Y limea=1,
! ¥y ‘l“ ‘Eo

la derniere équation devant étre restreinte au cas ol les quantités x,,
X sont affectées du méme signe. Ajoutons qu'il est souvent facile de
ramencr [a détermination d’une intégrale définie i celle d’une autre
intégrale de méme espece. Ainsi, par exemple, on tirera de la for-
mule (1)
' X

f ag(xr)der =lima{(oy— o) 9(2o) + .. .4+ (X —Zuoy) (20 y)]
(13) { :

X
_—_-af e(x)dzr,
PN ¢
\ j Jix +a)yde =lim[(x, — &) f(wo+i-a) 4+...+(X = 2,) f(£4=y + a)]
(1) { S+a
' :f f(.z)d.z:,
X X—a X . X—nd .
(13) f flr—a)dx :.-f Sf(z)dr, a:d‘_ta ':f —%:li_z'
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la derniére équation devant étre restreinte au cas oit z,— a et X — @
sont des quantités affectées du méme signe. De plus, on tirera de Ia
formule (8), en posant #, = o et remplacant f(z) par /(X — ),

N
f SX—z)dz=lmi[ f(X— )+ f(X = 2d)--... 4 f(20) -+ (i) + [(0)]
(16) ’ <
= [ (@) dr;

puis on en conclara, en ayant égard & I'équation (14),

A—x,

X—ux, <
(17) f(X-——x)d.z‘:f f(.r-e—.z'o)da::f S(x)dr,

o

Enfin, si dans la formule (g) on pose

j(x):;—;; et l(1+a)=8,

on en tirera

X I .
dr . 1 1 ) i dre _ IX
(18) L —_—xlx_hmﬁ(m_'-“lx°+ﬁ+"'+—l){——ﬁ)—f3—— _f';a _.17_l17\,’

les quantités o, X devant étre positives et toutes deux supéricures
ou toutes deux inférieures 3 I'unité.

Une remarque importante a faire, c’est que les formes sous les-
quelles se présente la valeur de S, dans les équations (4) et (5) de Ia
Lecon précédente, conviennent également i intégrale (2). En cffet,
ces équations subsistant ’une et 'autre, tandis que I'on subdivise ou
la différence X — x,, ou les quantités =, — z,, z, — Ty eonn X — 2,
en éléments infiniment petits, seront encore vraies a la limite, en
sorte qu'on aura

X
(19) . fj'(.x)dx:(X—zu)f[.r.,+9(!(—.z-u)]

et

. X

‘ [ £y ds = (2= ) flog+ oy~ )]

'( " + {2y — &) [T+ 0 (re— 2 )]+ . ..
X —@pny) S gy + O (X — 2.2))],

(20)
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0, 0.,. 0p ..oy 0, deslgnant des nombres inconnus, mais tous infé-
rieurs & l'unité. Si, pour plus de simplicité, on suppose les quan-
lits @y — 2y, 23—y .0y, X —x,-, égales entre elles, alors, en

—_2y

. . X
faisant £ = » on trouvera

N .
(z:)ff(z)dac:c‘[f(w.,’—;—@oi)-|—_f(.r.,+z'+G.i)+...+f(X—i+6,,_.z‘)].

.

Lorsque la fonction /() est toujours croissante ou toujours décrois-
sante depuis x ==, jusqu'a ® =X, le second membre de la for-
mule (21) reste évidemment compris entre les deux valeurs de S
fonrnies par les équations (7) et (8), valeurs dont la différence est
= i f(X) — f(x,)]. Par conséquent, dans cette hypothése, en pre-
nant la demi-somme de ces deux valeurs, ou P’expression

(22) 3 HES(20) + f( @+ &) + f( Xy 3E) +. ..

+S(X=3) +f(X—= )+ F(X)]

pour valeur approchée de I'intégrale (21), on commet une erreur
plus petite que la demi-différence == i[{ f(X) — ! f(,)).

Exemple. — Si I'on suppose
f(.z)::l—_i—?; Zy== 0, X=1, =1,

I'expression (22) deviendra

G+t =o0,78....

]
En consé c 8 ’ LA
quen e,0,78 est la valeur approchée de 1 mtegrale H—z*
L'erceur commise dans ce cas ne pourra surpasser + A) = 5. Elle

sera effectivement au-dessous de i, comme nous le verrons plus tard.

Lorsque la fonction /() est tantot croissante ct tantot décroissante
entre les limites z = #,, x = X, I'erreur que I'on commet, en prenant
une des valeurs de S fournies par les équations (7) et (8) pour valeur
approchée de I'intégrale (2), est évidemment inférieure au produit de
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- =X —x, par la plus grande valeur numérique que puisse obtenir
la différence

(23) f(z+Ax) — f(2) = Ar f'(x + 0 Ax)

quand on y suppose & comprise cntre les limites z,, X et Az entre
les limites o, &. Donc, si I'on appelle £ la plus grande des valeurs
numériques que regoit f(x), tandis que z varie depuis z = , jus-
qud # =X, I'erreur commise sera certainement renfermée entre los
limites

— k(X — &), + ki(X — z,).
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VINGT-TROISIEME LECON.

PECOMPOSITION D'UNE INTEGRALE DEPINIE ENX PLUSIRURS AUTRES. INTEGRALES DEFINIES
IMAGINATRES. REPRRSENTATION GEOMRTRIQUR DES INTEGRALES DRFINIES REBLLES.
DECOMPOSITION DE LA FONCTION S0US LE SIGNE f EN DEUX FACTEURS DONT L'UN
CONSERVE TOUJOURS LE MEME SIGNE.

Pour diviser I'intégrale définie
- 3
D) [ riayds

en plusieurs autres de méme espéee, il soffit de décomposer en-plu-
sieurs parties ou la fonction sous le signcf, ou la différence X — .
Supposons d'abord
flz)=9(x)+y(x) + () +...3
on cn conclura
(.1‘1 —.T,,) f(“‘o)+~ . +(x _’xu—l)./(xn—l)
= (®y— ) (L) +...+ (X —7py) @(rmy)
A+ (= 2y ) 2 ( L) + oo+ X — ) £ (Tnr)

(= r) P(@e) + .+ (X =2y ) Y(Z ) +- -

puis, en passant aux limites,

[xf(x)tlx:fx?(.r)di-—l.—fxx(x)dx+fxq,(w)dx.,_.._.

De cette dernicre formule, jointe i I'équation (13) (vingt-deuxiéme
Lecon), on tirera, en désignant par «, ¢, w, ... diverses fonctions de
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la variable x, et par a, b, ¢, ... des quaitités constantes

oX
(2) /((¢+(’+(v+ )a’v—f tzdt+fc'da+f wdz +..
f(u-l—v)d.c-—f udx+f vdz, f (u—v)d.r—-f adx—-f vdr,

Ta o

[(au+lm+c«v+ )d.z:-—af edr+ b (~d.r+cf wdzr +..
o

¥a

~ Lorsqu’on étend la définition que nous avons donnée de Pintégrale (1)
au cas ou la fonction /() devient imaginaire, I’équation (4) subsiste
pour des valeurs imaginaires des constantes @, b, c, .... On a, par’
suite,

X X X
(3) f(u+uy/:-—l-)¢lz::f ud.z:+\/—1/ vdr.

Xo N

Supposons maintenant que, apres avoir divisé la différence X — ,
en un nombre fini d’éléments représentés par 2, — x,, 2, — x,, ....
X —a,.,, on partage chacun de ces éléments en plusicurs autres dont
les valeurs numériques soient infiniment petites, et que I'on modifie
en conséquence la valeur de S fournie par I'équation (1) (vingt-
deuxiéme Legon). Le produit (@, — x,) f(x,) sc trouvera remplacé
par une somme de produits semblables qui aura pour limite I'inté-

grale / ‘f(:v)dx. De méme, les produils (@, — z,) f(x,),
(Y~a;,:_.)f(w,,_.) seront remplacés par des sommes qui auront

pour limites respectives les intégrales deﬁmcsf S(x)dx, ...,

f S(x)dx. Dailleurs, en réunissant les différentes sommes dont il

Lu—y

s"agit, on obtiendra pour résultat une somme totale dont la limite sera
précisément I'intégrale (1). Done, puisque la limite d'une somme de
plusicurs quantités est toujours équivalente & la somme de leurs
limites, on aura généralement

/lr‘xf(w)d.c :j:.f(x)dx +[J‘=f(x)dx +.. +f f(z)dx.

Xy
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Il est essentiel de se rappeler que l’on‘d‘(')-it ici attribuer au nombre
entier 2 une valeur finie. Lorsqu’entre les limites z,, X on interpose
une seule valeur de  représentée par &, I'équation (6) se réduit &

(7) ‘ frxf(w)dw=£5f(x)dx +‘/E‘xf(ar)vdw.

H est facile de prouver que les éyuations (6) ¢t (7) subsisteraient
dans le cas méme oit quelques-unes des quantités z,, ,, ..., Zoy» &
cesseraient d’étre comprises entre leslimites z,, X, et dans celui oitles
différences &, — g, Ty — s oooy X — Zp_ys & — X4, X — & ne seraient
plus des quantités de méme signe. Admettons, par exemple, que les
différences & — o, X — & soient de signes contraires. Alors, suivant
(qu’on supposera x, comprise entre & et X, ou bien Xcomprise entrez,

et &, on trouvera

~ ‘f:f(:v)dx:: fE ) de+ £ J(@)ds

f:f(z)dx:f:f(z)dx—l—'/x:af(x)dw,

Or, la formule (6) de la vingt-deuxiéme Legon suffit pour montrer
comment les deux équations que nous venons d’obtenir s’accordent
avec P'équation (7). Cette derniére étant établie dans toutes les hypo-
théses, on pourra en déduire directement I’équation (6), quelles que
SOICNL Zyy Ty o vvy Tyoye

On a vu, dans la Lecon précédente, combien il était aisé de trouver,
non seulement des valeurs approchées de I'intégrale (1), mais aussi
les limites des erreurs commises, lorsque la fonction f(z) est tou-
jours croissante ou toujours décroissante depuis x =z, jusqu’a
2 = X. Quand cette condition cesse d'étre satislaite, on peut évidem-
ment, a I'aide de la formule (6), décomposer I'intégrale (1) en plu-
sieurs autres, pour chacune desquelles la méme condition soit rem-

ou bien

plie.
Concevons & présent que, la limite X étant supérieure i z,, et Ia
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fonction f(x) étant positive depuis z = z, jusqu'd =X, =, ¥
désignent des coordonnées rectangulaires, et A la surface comprise
d’une part entre I'axe des z et la courbe y = f(=), d’autre part entre
les ordonnées f(w,), f(X). Cette surface, qui a pour base la lon-
gueur X — x, comptée sur l'axe des z, sera une moyenne entre les
aires des deux rectangles construits sur la base X — a,, avec des hau-
teurs respectivement égales & la plus petite et 4 la plus grande des
ordonnées élevées par les différents points de cette base. Elle sera
donc équivalente & un rectangle construit sur une ordonnée moyenne
représentée par une expression de la forme f[z,+ (X — x,)]; en
sorte qu'on aura |

(8) A= (X —ay) flz,+ HX — z,)]

6 désignant un nombre inférieur & I'unité. Si I'on divise la_base
X — &, en éléments trés petits, x, — @y, 2, — N .
surface A se trouvera divisée en éléments correspondants dont les
valeurs seront données par des équations semblables a la formule (8).
On aura donc encore

o] A=(@— ) f{Zo+ 0y(2,— o)} + (23— 23) [l 21+ Oy (@3— T3)]+ven
( +(x—$n-t)f[$u—t+9 —l(x_xu—t)]:

09, 0, ..., 0,_, désignant des nombres inférieurs & T'unité. Si dans
cette derniére équation on fait décroitre indéfiniment les valeurs
numériques des éléments de X — &,, on en.tirera, en passant aux
limites, '

X
(13) A._—_-f f(z)dz. -

Ezemples. — Appliquer la formule (10) aux courbes y = ax?,
rYy=1y=e¢%.... |
En terminant cette Lecon, nous allons faire connaitre une pro-
priété remarquable des intégrales définies réelles. Si I'on suppose
J(2) =¢(z) y(x), o(x) ety () étant deux fonctions nouvelles qui
restent I'une et 'autre continues entre les limites ' = x;, z.= X, et
OEuvres de . — S. I, L. 1V, . 18

[T AR
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dont la seconde conserve toujours le méme signe entre ces limites, la
valeur de S donnée par P'équation (1) de la vingt-deuxieme Lecon
deviendra

(1) | 8= (&— &) p(24) x(Z0)
| (@ 20) (@) 2(20) oo+ (X = Zat) 9(Tams) X (Famr)s

et sera équivalente i la somme
(&1 20) (@0) + (@3 — @) % (£1) ++ ..+ (X = Zomy) x(Zami)

multipliée par une moyenne entre les coeflicients ¢(x,), ¢(z,), ...,
9 (%~ ), 0U, ce qui revient au méme, par unc quantité de la forme
¢(£), & désignant une valeur de 2 comprise entre x, et X. On aura

done

(12) S=[(@— &) 1 (x0) + (Bs— 1) (1) +reet (X— Ty ) 2 (20-1)] 9 (E),

et 'on en conclura, en cherchant la limite de S,

X X X
3) - ff(.r)d.z::f q>(w)x(x)dw:<p(£)f 2 () dz,

& désignant toujours une valeur de 2 comprise entre z, et X.

Ezemnples. — Sil'on prend successivement

x(z)=1, x(z):—.f;, X(x):w:—a’

on obtieﬁdra les formules
X X
W) [ Sf@rde=r@) [ do=(X—2) f(E),

X X
) [ f@de=tr0 [ E=papis

X X
W) [ A@de=-aft-a [ Eo=@-ani=s,

3
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dont la premiére coincide avec I'équation (1g) de la vingt-deuxieme
Lecon. Ajoutons que le rapport%‘o dans la seconde formule, et le rap-

port X

Zo

-_—a o s . o » .y
—, dans la troisiéme, doivent étre censés positifs.



140 RESUME DES LEGONS SUR LE CALCUL INFINITESIMAL.

* VINGT-QUATRIEME LECON.
DES INTEGRALES DEFINIES DONT LES V.ALEIJRS S8ONT INFINIES OU INDETERMINEES.
VALEURS PRINCIPALES DRS lNTBGI}ALBS INDETERMINRES,

Dans les Lecons précédentes, nous avons démontré plusieurs pro-
priétés remarquables de P'intégrale définie

. X
(v) f S(z)dz,

mais en supposant : 1° que les limites z,, X étaient des quantités
finies, 2° que Ia fonction f(x) demeurait finie el continue entre ces
mémes limites. Lorsque ces deux espices de conditions se trouvent
remplies, alors, en désignant par z,, xy, ..., z,_, de nouvelles
valeurs de x interposées entre les valeurs extrémes z,, X, on a

fj(.r)d.z:_f f(z)d.z+f fla)de +.. +f f(z)dz.

T

Quand les valeurs interposées se réduisent a deux, 'une trés peu
différente de x,, et représentée par &, 'autre trés peu différente de X,
et représentée par, &, I'équation (2) devient

ff(.z')d.z;_f f(x)dw+ff(X)dx+ff(x)d.z',
ct peut s’écrire comme il suit :
X g §
ff(w)dl':(f.u—J‘o)f[dfo-i-9o(Zo—$o)]+£f(w)dw+(X—E)f[5+0(x——E_)],

0,, 8 désignant deux nombres inférieurs i I'unité. Si, dans la derniére
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formule, on fait converger £, vers Ia limite @y, et & vers la limite X, on
en tirera, en passant aux limites, '

S SN pas
3) ff(av)a!zznmjE f(z)dz,

Lorsque les valeurs extrémes z,, X deviennent infinies, ou lorsque
la-fonction f(z) ne reste pas finie et continue depuis Z =z, jus-
qua z =X, on ne peut plus affirmer que la quantité désignée par S
dans les Legons précédentes ait une limite fixe, et par suite on ne voit
plus quel sens on doit attacher a Ia notation (1) qui servait a repré-
senter généralement la limite de S. Pour lever toute incertitude et
rendre & la notation (1), dans tous les cas, une signification claire ot
précise, il suffit d’¢tendre par analogie les équations (2) et (3) aux
cas méme ou elles ne peuvent plus étre rigoureusement démontrées.
C'est ce que novus allons faire voir en quelques exemples.

Considérons, en premier lieu, Fintégrale

%) f_:“'exdx.

Si 'on désigne par £, et £ deux quantités variables, dont la premiére

converge vers la limite — w, et la seconde vers la limite ®, on tirera
de la formule (3) '

+o £ :
f e”dx:limf edz = lim(ef— eb) = e=— g~ —¢o,
—% . ia

Ainsi, U'intégrale (4) a une valeur infinje positive,
Considérons en second lieu Pintégrale

« ®dx
(3) [ -
prise entre deux limites dont 'une est infinie, tandis que 'autre rend

infinie la fonction sous le signe’f, savoir%- En désignant par &, et &

deux quantités positives, dont la premiere converge vers la limite
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zéro, et la seconde vers la limite oo, on tirera de la formule (3)

f de f‘-i—-—hml‘?'...l—:

Ainsi I'intégrale (5) a encore une valeur infinie positive.

11 est essentiel d’observer que, si la variable = et la fonetion ()
restent finies I'une et 'autre pour une des limites de I'intégrale (1),
on pourra réduire la formule (3) & I'une des deux suivantes :

fxf(x)dz:limfaf(w)dx, 'fxf(.z)d.z:lim{xf(m)dx,

On tirera en particulier de ces derniéres

Considérons maintenant I'intégrale

“+1
5 [
. -1

. . PR ¢ . . -
dans laquelle la fonction sous le signe f, savoir —, devient infinie

pour la valeur particulitre £ = o comprise entre les limites # = — 1,
# = + 1. On tirera de la formule (2)

(9) f'“d.t ___f dr /‘ d.r:_.m_‘.w.

La valeur de I'intégrale ( 8) parait donc indéterminée. Pour s'assurer
qu'elle I'est effectivement, il suffit d'observer que, si I'on désigne
par ¢ un nombre infiniment petit, et par i, v deux constantes posi-
tives, mais arbitraires, on aura, en vertu des formules (6),

- 0 —sp
(10) /IE:limf éf, /‘dx f dz
..1‘2 —1 x ev
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Par suite, la formule (g) deviendra

+1 - 1
(11) gf::h'm(f i{-l-f flﬁ):lim(lep.-i—li):lﬁ,
Joy ® -1 » v 5 &v v

et fournira pour I'intégrale (8) une valeur complétement indéter-
minée, puisque cette valeur sera le logarithme népérien de la con-
stante arbitraire %

Concevons & présent que la fonction JS(x) devienne infinie entre
les limites z =2, 2 =X, pour les valeurs particulitres de 2 repré-
sentées par z,, x,, ..., x,. Si I'on désigne par ¢ un nombre.infini-

ment petit, et par (1, v, g, v, ..., Hms Vn des constantes positives,
mais arbitraires; on tirera des formules (2)et(3)

fxf(x)d.z':fxlf(x)dz-l-fr.f(w)dw-i-...+fxf(z)d.r

-y Xe— Efty . X
= lim [f f(x)dz +f f@)ds +. . .+f f(.z-)dx]

X EVy

(13)

Si les limites x,, X se trouvaient elles-mémes remplacées par — =
et ~+ o, on aurait

o i roeev,
®

(13) f+-f(x)d.z:liml:fr'-ep'f(w)dx-l-fn_m’f(.z')da:-}—...+f;—v f(w)dm],

(. v désignant deux nouvelles constantes positives, mais arbitraires.
Ajoutons que, dans le second membre de la formule (13), on devra

rétablir X i la place de = 'ou @, a la place de — E;I’ si des deux quan-

tités @, X une seule devient infinie. Dans tous les cas, les valeurs
des intégrales

A X +®
(14) ff(w)d.r, f f(z)dz,

déduites des équations (12) et (13), pourront étre, suivant la nature
de la fonction f(2), ou des quantités infinies, ou des quantités finies
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(16)
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et déterminées, ou des quantités-indéterminées qui dépendront des
valeurs attnbuees aux constantes arbltra:res [bs Vs p.,. Vis ovos s Voo
Si, dans les formules(lz) et (x3), on réduit a l'unité les constantes

arbitraires @, v, {4, V(s .+ ks Vo» ON trouvera

fx f(z)dz#nm[fr'-eﬂx)dx;fh f(@)dz 4. +f f(.r)tl.c],

E Y

[ Sflx)dz= hm[/‘r‘"‘f(,p)dw +f‘r" flaydz +.. +f+ f(x)dz::l.

Toutes les fois que les intégrales (14) deviennent indéterminées, les
équations (15) et (16) ne fournissent pour chacune d'elles qu'une
valeur particuliére & laquelle nous donnerons le nom de valeur prin-
cipale. Si I'on prend pour exemple I'intégrale (8) dont la valeur géné-
rale est indéterminée, on reconnaitra que sa valeur principale se

réduit 2 zéro.

=

LY
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VINGT-CINQUIEME LE(CON.

INTEGRALES DRPINIES SINGULIRRES.

Concevons qu'une intégrale relative 4 , et dans laquelle la fonc-
tion sous le signe f est désignée par f(x), soit prise entre deux
limites infiniment rapprochées d’une certaine valeur particulitre a
atéribuée a la valeur . Si cette valeur a est une quantité finie,
la fonction f(x) reste finie et continue dans le voisinage de z =gq,
alors, en vertu de la formule (19) (vingt-deuxiéme Legon), I'intégrale
proposée sera sensiblement nulle ; mais elle pourra obtenir une valeur
finie différente de zéro, ou méme une valeur infinie, si I'on a

et si

a=*w ouabien f(a)== .

Dans ce dernier cas, I'intégrale en question deviendra ce que nous
appellerons une intégrale definie singuliere. 1l sera ordinairement
facile d’en calculer la valeur 2 I'aide des formules (15) et (16) de
la vingt-troisieme Legon, ainsi qu’on va le voir.

Soient ¢ un nombre infiniment petit et #» v deux constantes posi-
tives, mais arbitraires. Si  est une quantité finie, mais prise parmi
les racines de I'équation f(x) ===, ot si f désigne la limite vers
laquelle cbnverge le produit (z — a) f(x), tandis que son premier
facteur converge vers zéro, les valeurs des intégrales singuliéres

a—gp

f@ydz, [ fa)ds

T—g

 QBusresde C. — $. 11, 1.1V, 19

[

P B SR
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seront 2 trés peu prés [en vertu de la formule (16), vingt-troi-
sitme Legon ]

a—ep
(1) f f(z)dr =1,

a-+&
(3) [ t@de=r1}.
a+ev

Si I'on suppose au econtraire ¢ ==+, en appelant { la limite vers

laquelle converge le produit z f(z). tandis que la variable = con-

verge vers la limite =, on aura sensiblement [vingt-troisiéme Lecon,

équation (15)]

(3) f(z)dz = Flg,
t

~@

LS

1
) [ rarae=n?.

H est essentiel d’observer que la limite du produit (z — ) f(z) ou’
z f(x) dépend quelquefois du signe de son premier facteur. Ainsi,

par exemple, le produit a:(w“-i—a:‘)'% converge vers la limite + 1 ou
— 1, suivant que son premier facteur, en s’approchant de zéro, reste
positif ou négatif. 11 suit de cette remarque que la quantité désignée
par f change quelquefois de valeur dans le passage de I'équation (1)
a 'équation (2), ou de I'équation (3) i Péquation (4).

La considération des intégrales définies singuliéres fournit le moyen
de caleuler la valeur générale d’une intégrale indéterminée, lorsqu’on
connait sa valeur principale. En effet, soit

X
(5) [ fardz

Pintégrale dont il s’agit, et concevons que, en admettant les notations
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de la Lecon précédente, on fasse
£t

hf(a:) dz +.. .+fx Sf(z)dz,

Ty BV Xm+8Vn

(6) E:fr'_w'f(w)qu-

2y—e xy—t X
7) F:f f(z)d.zq-f J(z)de 4. ..+ JS(x)dx.

Ty+¢e Xm+€

Soient, en outre, A = limE la valeur généravle et B=1limF la valeur
principale de I'intégrale (5). La différence A — B = lim(E — F) sera
équivalente b la somme dos intégrales singulieres

f i_mlf(w)dx,

ETT
[ nards,
8 Ty gty
(8) { f F(@)dz,

c’est-a-dire 4 la limite dont s’approche la somme des intégrales (8),
tandis que ¢ décroit indéfiniment. De plus, si I'on désigne par f,,
far ..., f les limites vers lesquelles convergent les produits

(@—z)f(2), (x—2)f(2), ..., (2—2,)f(2),

tandis que leurs premiers facteurs convergent vers zéro, et si ces
limites sont indépendantes des signes de ces premiers facteurs, on
trouvera que la somme des intégrales (8) se réduit sensiblement i

] e Bm,
(9) fl}v|+f,lvz+...+f,nlvm
Lorsqu'on a z, =&, ou z,,=X, la différence A — B comprend une
intégrale singulitre de moins, savoir la premitre ou la derniére des
intégrales (8).
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Lorsqu’on suppose ,= — w, X = -0, les équations (6) et (7)
doivent étre remplacées par celles qui suivent :

(10) E—f.rx—-GP-t (w)d‘z‘_‘_‘fr’-g"’ (x)dw+ +f f(w)d‘”’

Tty Len+ Vm

(rs) F_fr’% f(a:)d't:+fx’—; :f(x)c;’.z+ /;is J(x)dx.

Ty=€

Dans la méme hypothése, il faut aux intégrales (8) ajouter les deux

suivantes
1
-3

@) f(2)d, f f(@)d,

5!‘

dont la somme sera sensiblement équivalente a I'expression
(13) ne,

si le produit 2 f(2) converge vers la limite f, tandis que la variable z
converge vers I'une des deux limites — o, o0, Si une seule des
deux quantités x,, X devenait infinie, il ne faudrait conserver dans
la.différence A — B qu’une seule des intégrales (12). ‘

Lorsque pour des valeurs infiniment petites de ¢, et pour des valeurs
finies ou infiniment petites des coefficients arbitraires o ¥y hys Viyon ey
tms Vms les intégrales singulieres (8) et (12), ou du moins quelques-
unes d'entre elles, obtiennent ou des valeurs infinies, ou des valeurs
finics, mais différentes de zéro, les intégrales

/r:xj‘(.r)dx, [:nf(m)dx

sont évidemment infinies ou indéterminées. Cest ce qui arrive toutes
les fois que les quantités f,, f,, ..., f, ne sont pas simultanément
nulles. Mais la réciproque n’est pas vraie, et il pourrait arriver que,
ces quantités étant nulles toutes a la fois, les intégrales (8) et (12),
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- ou du moins quelques-unes d’entre elles, obtinssent des valeurs finies
différentes de zéro pour des valeurs infiniment petites des coeffi.
cients &, ¥, [s Vi +vey Poms Vpe Ainsi; par exemple, si Uon prend

() ="23-, le produit  f(x) s'évanouira pour z = o, et cependant

/‘e" dz ( lv)
—— =l 14 =
. Tlz Ie,

cessera de s’évanouir pour des valeurs infiniment petites de v.
Lorsque les intégrales singulieres comprises dans la différence A—B
s’évanouissent toutes pour des valeurs infiniment petites de ¢, quelles
que soient d'ailleurs les valeurs finies ou infiniment petites attribuées
aux coeflicients &, v, (&, v,» ..+s [ms Vo OD est assuré que la valeur
générale de I'intégrale (5) se réduit & une quantité finie et déter-
minée. Soit en’ effet, dans cette hypothése, & un nombre trés petit,
et supposons ¢ choisi de maniére que, pour des valeurs de p, v, @,,
Vis +v s [ms Vo inférieures & I'unité, chacune des intégrales (8) et (12)

'intégrale singuliére

. .. ¢ pe e N 1 ,
ait une valeur numérique inférieure 3 ————4. La valeur approchée
a(m +1)

de B, représentée par F, sera une quantité finie qui ne contiendra
plus rien d’arbitraire; et, si 'on attribue aux coefficients p, v, &,
Vs «evs [ems Vm des valeurs infiniment petites, E s'approchera indéfi-
niment de A, en demeurant compris entre les limites F — 8, F 4+ 8.
A sera donc compris entre les mémes limites, et par conséquent on
pourra trouver une quantité finie F qui differe de A d’une quantité
moindre qu'un nombre donné 8. On doit en conelure que la valeur
générale A de Vintégrale (5) sera, dans I'hypothése admise, une
quantité finie et déterminée.

Des principes que nous venons d’établir on déduit immédiatement
la proposition suivante :

TakorEME. — Pour que la valeur générale de U'intégrale (1) soit finie
et déterminée, il est nécessaire et il suffit que celles des intégrales stngu-
ligres (8) et (12) qui se trouvent comprises dans la différence A — B se
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réduisent & zéro, pour des valeurs mﬁmmmt peates de ¢, quelles que
soient d’ailleurs les valeurs finies ou infiniment petites attribudes aux

cogfficients ., v, iy Vs ..., Wezs Voo

Ezemple. — Soit (( )) une fonction rationnelle. Pour que Vinté-

=g . L,
grale f i{—‘(—?)«dm conserve une valeur finie et déterminée, il sera

nécessaire et il suffira : 1° que I'équation F(z)=o n'ait pas de
racines réelles; 2° que le degré du dénominateur F(x) surpasse,
au moins de deux unités, le degré du numérateur f(z).
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VINGT-SIXIEME LECON.

INTEGRALES INDEFINIES.

X
81, dans l'intégrale définic f JS(x) dz, on fait varier I'une des deux

limites, par exemple la quantité X, Uintégrale variera elle-méme avec
cette quantité; et, si 'on remplace la limite X devenue variable par «,
on obtiendra pour résultat une nouvelle fonction de z, qui sera ce
qu’on appelle une intégrale prise i partir de l'origine z = 2,. Soit

(1) $@) =/ f(a)dz

cette fonction nouvelle. On tirera de la formule (19) (vingt-deuxiéme
~ Legon)

(2) 5(-”):(5”"‘@))}‘[1'0‘*‘ Uz —z)], F(z)=o,

9 étant un nombre inférieur 2 I'unité, et de la formule (7) (vingt-
troisiéme Lecon)

S/ ™ @y d [ " flayde = [ H@rtr= a0
ou o .
3) F(z+ a)— F(2) = af(x + ).
I1 suit des équations (2) et (3) que, si la fonction f(x) est finie et-
continue dans le voisinage d’une valeur particuliére attribuée i la

variable z, la nouvelle fonction #(z) sera non seulement finie, mais
encore continue dans le voisinage de cette valeur, puisqu’a un accrois-
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sement infiniment petit de 2 correspondra un accroissement infini-
ment petit de (). Done, si la fonction f(z) reste finie et continue
depuis =, jusqu’d =X, il en sera de méme de la fonction F().
Ajoutons que, si P'on divise par « les deux membres de la formule (3),
on en conclura, en passant aux limites,

4 , F(z)=f(z).

Donc I'intégrale (1), considérée comme fonction de x, a pour dérivée
! , ' &, 4 pour ¢

la fonction f() renfermée sous le signe f dans cette intégrale. On

prouverait de la méme maniére que I'intégrale

[ “feyde =~ fx " f(#) d,

considérée comme fonction de x, a pour dérivée — S(x). On aura
done

x X
(5) %f; f®)dz=f(z) et %fr S(@)de =~ f(z).

Si aux diverses formules qui précedent on réunit Péquation (6) de
la septiéme Legon, il deviendra facile de résoudre les questions sui-
vantes.

Prosuie I. — Or demande une fonction o(x) dont la dérivée o'(x)
soit_constamment nufle. En d'autres termes, on propose de résoudre
U'equation
(6) &'(z) =o.

Solution. — Si I'on veut que la fonetion o(x) reste finie et con-
tinue depuis & = — w jusqu’'a = + , alors, en désignant par x,
une valeur particuliére de la variable , on tirera de la formule (6)
(septiéme Lecon)

(x) —o(x,) =(x —~ )W [ 2o O (2 —2)]=o
et, par suite,

(7) . Lo 4 :w(z‘o),
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ou, si 'on désigne:par ¢ la quantité constante o(x, ),
(8) w(z)=c.

Done alors la fonction () devra se réduire i une constante et con-
server la méme valeur ¢, depuis = — o jusqu’a # =w. On peut
ajouter que ceite unique valeur sera entiérement arbitraire, puisque
la formule (8) vérifiera I'équation (6), quel que soit c.

Si I'on permet & la fonction w(z) d’offrir des solutions de conti-
nuité correspondantes i diverses valeurs de x, et si 'on suppose que
ces valeurs de x, rangées dans leur ordre de grandeur, soient repré-
sentées par &, #,, ..., &y, alors 'équation () devra subsister seu-
lement depuis =~ jusqu'd = =z,, ou depuis © ==, jusqu’a
T =2y, ..., ou enfin depuis x ==, jusqu'd &= + o, selon que la
valeur particuliére de = représentée par x, sera comprise entre les
limites — w et z,, ou bien entre les limites z, et z,, ..., ou enfin
entre les limites ,, et . Par conséquent, il ne sera plus nécessaire
que la fonction w(z) conserve la méme valeur depuis # = — w jus-
qu'a = + », mais seulement qu’elle demeure constante entre deux
termes consécutifs de la suite

—®, &y Tz, .oy T o,
C’est ce qui arrivera, par exemple, si I'on prend

Co+Cpy C—Cq €T — 2y +C,——Cl X — Ty +
2 2 \/(;1’—371)* 2 Y(z—z,)
Cow— Cm—1 L —Lm

2 V(m—xm)”

w(x)=

(9)

Cos €1y Cay ..., €y désignant des quantités constantes, mais arbitraires.
En effet, dans ce cas, la fonction w(«) sera constamment égale & ¢,
entre les limites 2 = —w, o ==,; 2 ¢, entre les limites z = =z,
T =Ty, ...; enfin a ¢, entre les limites x = z,,, * = .
Si 'on veut que w(x) se réduise & c, pour des valeurs négatives,
ORuvres de C. — S. 11, t. 1V, 20
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et a ¢, pour des valeurs positives de , il suffira de prendre

=bta  a—6 z
(10) ag(zr)= + 2 g
Prosutme [l. — Trowver la valeur geneérale de y propre a veérifier
’équation
(11) dy = f(x)d.x.

Solution. — Si l'on désigne par F(z) une valeur particuliére de
I'inconnue y, et par F(z) + o(z) sa valeur générale, on tirera de
la formule (v1), a laquelle ces deux valeurs devront satisfaire,

Fl#)=/f(2), F(z)+w'(2)=/f(z)

ct, par suite,
®'(2) =o.

D'ailleurs, il résulte de la premiére des équations (5) qu'on satisfait
& la formule (11) en prenant y :f S(@) dz. Donc la valeur générale

de y sera

(12) y:f Sfz)de 4+ (),

w(x) désignant une fonction propre a vérifier I'équation (6). Cette
valeur générale de y, qui comprend, comme cas particulier, I'inté-
grale (1) et qui conserve la méme forme, quelle que soit I'origine ,
de cette intégrale, est représentée dans le calcul par la simple nota-
tion f Sf(z)dz, ct regoit le nom d’intégrale indgfinte. Cela posé, Ia for-
mule (11) entraine toujours la suivante

(13) y=[/(=)dr,
et réciproguement, en sorte qu'on a identiquement
(%) df f(x)dz =f(z)dx.

Silafonction F(z) différe de Uintégrale (1), la valeur générale de y,
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ou f J () dx, pourra toujours étre présentée sous la forme

(15) | S/ (@) dz=F(2)+w(2),

et devra se réduire 4 P'intégrale (1), pour une valeur particuliére
de w(z) qui vérifiera en méme temps Péquation (6) et la suivante :

(18) j(r):frf(.z‘)dx:F(a:)+1.B(.z').

Si, de plus, les fonctions f(«) et F(z) sont l'une et I"autre continues
entre les limites # = x,, # =X, la fonction §(z) sera clle-méme con-

tinue, et par suite w(x) = §(z) — F(x).conservera constamment la
méme valeur entre ces limites, entre lesquelles on aura

w(2) = w(x,),

F(z)—F(2) =F(x) — F(zo) =—F(2,), &(z)=F(z)—F(z),

() [ f@rde=¥(2) —F (a0,

Enfin, si dans I'équation (17) on pose 2 = X, on trouvera
L¥

(18) f Fl@)de = F(X) — F(a,).

Il résulte des équations (15), (x7) et (18) que, étant donnée une
valeur particuliére F(z) de y, propre i vérifier la formule (1 ), on
peut en déduire : 1° la valeur de I'intégrale indéfinie f/(ar) dz;

x X
2 celles des deux intégrales définies f [(z)dz, [ f(2)dx, dans

le cas ot les fonctions f(z), F(x) restent continues entre les limites
de ces deux intégrales.

Exemple. — Comme on vérifie 'équation dy =

ud en prenant
I+ w! p
1

y=arctangz, et que les deux fonctions Tz’ arctangr restent

finies et continues entre les limites £ = — w0, 2 =, on tirera des
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formules (15), (17) et (18)

dz =arclangz + o (zx) T dr =arctangzx
-t g i y 1zt T B%

'_da: _m_ 85
A l_:.;’-_ -4-—0,7 oo
Nota. — Lorsque dans I'équation (17) on veut étendre la valeyr
de  au dela d'une limite qui rend la fonction f(z) discontinue, il
faut ordinairement ajouter au second membre une oy plusieurs inté-
grales singuliéres. '
Ezxemple. — Comme on satisfait 3 I'équation dy = 5:;3 en prenant
Y =zl si 'on désigne par ¢ un nombre infiniment petit, et par p, v
deux coefficients positifs, on trouvera, pourz <o,
‘dz
— =}l —ihi=Lla,

_|‘z

el, pour 2> o,
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VINGT-SEPTIEME LECON.

PROPRIETRS DIVERSES DES INTEGRALES INDEFINIRS. WETHODES POUR DBTBR‘IINER
LES VALEURS DE CES MEMES INTEGRALES.

D'aprés ce qui a été dit dans la Lecon précédente, I'intégrale indé-
finie |

(1) ff(a:)dw

n’est autre chose que la valeur générale de I'inconnue y assujettie &
vérifier I'équation différentielle

(2) dy = f(z)dz.

De plus, étant donnée unc valeur particuliere F(x) de la méme
inconnue, il suffira, pour obtenir la valeur générale, d’sjouter 2 F(z)
une fonction w(z) propre a vérifier I'équation w'(z) = o, ou, ce qui
revient au méme, une expression algébrique qui ne puisse admettre
qu'un nombre fini de valeurs constantes, dont chacune subsiste entre
certaines limites assignées & la variable z. Pour abréger, nous dési-
gnerons dorénavant par la lettre © une expression de cette nature, et
nous 'appellerons constante arbitraire, ce qui ne voudra pas dire
qu’elle doive toujours conserver la méme valeur, quel que soit z.
Cela posé, on aura

(3) S f(z)dz=F(z)+ 2.

Quand on remplace lafonction F(z) par I'intégrale définie f i S(z)dz,

qui est elle-méme une valeur particuliere de y, la formule (3) se
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réduit i

) - ff(x)(lz:f J(@)dz + 2.

lin étendant la définition que nous avons donnée de l'intégrale (1) au
vas ot la fonction /() est supposée imaginaire, on reconnaitra faci-
lement que, dans cette hypothése, les équations (3) et (4) subsistent
encore. Seulement, la constante arbitraire e devient alors imagi-
naire en méme temps que f(z), ¢'est-a-dire qu’clle prend la forme
e +eV—1, ¢ et g, désignant deux constantes arbitraires, mais
réelles. :

Avant d'aller plus loin, il importe d’observer qu'en formant la
somme ou la différence, ou méme une fonction linéaire quclconque
de deux ou de plusieurs constantes arbitraires, on obtient pour
résultat une nouvelle constante arbitraire.

Plusieurs propriétés remarquables des intégrales définies se dé-
duisent facilement de I'équation (4) combinée avec les formules (13)
(vingt-deuxieme Lecon ) et (2), (3 (4), (5) (vingt-troisitme Legon).
En effet, si, aprés avoir remplacé X par  dans les deux membres de
chacune de ces formules, on ajoute aux intégrales qu'ils renferment
des constantes arbitraires, on trouvera, en désignant par a, b, ¢, ...
des constantes supposées connues, et paru, o, w, ... des fonctions de
lavariable z, '

(5 faudx:a_/'udx,

f(u—!—(’+W+...)da:::fad.r—r—j'vd.):+./‘Wzl.t+-..._.

f(u--v)d.z:fad.z:—fvd.t,

f(au-|-bv+cn-+...)dw::afudw-l-bh/'vd.z-+cfwda:-1‘—...,

JACE v\/——_l)dx:fudz+\/—_vadx.

(6)

Ces équations subsistent dans le cas méme ol @, b, ¢, ..., u, v,
w, ... deviennent imaginaires. oo
Intégrer la formule différentielle JS(z)dz, ou, en d'autres termes,
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intégrer 'équation (2), c’est trouver la valeur de Pintégrale indéfinie
f Sf(z)dz. L'opération par laquelle on y parvient est une intégration
indéfinie. L'intégration dgfinie consisterait & trouver la valeur d’une

X
intégrale définie, telle que f J(x)dz. Nous allons maintenant faire

connaitre les quatre principafes méthodes & I'aide desquelles on peut
effectuer, dans certains cas, la premitre de ces deux opérations.

Intégration immédiate. — Lorsque dans la formule f(z)dz on
reconnait la différentielle exacte d’une fonction déterminée F(z), la
valeur de P'intégrale indéfinie ff(a:) se déduit immédiatement de
Péquation (3). On étend le nombre des cas auxquels cette espece
d’intégration est applicable, en observant que les facteurs constants
renfermés dans f(x) peuvent étre placés i volonté en dedans ou en
dehors du signe f [voir I'équation (5)].

Exemples :

e+t
- e’

' — < — tL o —_
fad.z_.aa:+c, J(a-&—r)x“dx__w“*-t-v, f.z‘“dx..a_i_l

1 : dx ]
f.z'd.r:—a:’+e, —
3 & x

dx 1 dx
[ = G 8 9 Ve,

zn T (m—1)zm— z

de 1. dx
— ==lat+e, f—,:arctangz-{-e,
xz 2 1+ &

dx . P |
=arcsing + 8= 2 + ~n—arccosx,

\/l—a:’
fezdz:er+e, fAflAdm:Ar—s-e, fA“dw: ;\T: +g,

fcosz dzr =sinz 4+ €, fsinacd.v =—cosz 4+ &,

dz =tangzx + & dz colr + &
costz — AMET + <, sin*z =

Intégration par substitution.+— Conecevons qu'a la variable x on
substitue une autre variable s liée & la premiére par une équation de
laquelle on tire z = ¢(x) et # = y(z). La formule (2) se trouvera
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remplacee par la suivante :

(7) dy = flx ()} 2/(z) ds.

Si T'on fait, pour abréger, f[x(2)]%'(s) = ((z), la valeur générale
de y tirée de I'équation (7) sera représentée par P'intégrale indéfinie

J f(s) ds. Dailleurs, cetle valeur générale doit coincider avee I'inté-
grale (1). Donc, si, en vertu de la relation établie entre z et 5, ona

identiquement

(8)  f@de=((s)ds,
on en conclura

(9) S /(@) dz= [{(3)ds.

Supposons maintenant que la valeur deff(z)dz soit donnée par une
équation de fa forme

(10) S1(s)ds=§(z) +2;

on tirera de cette équation

(11) Sz doe =F[g(z)] + 2.
Exemples. — En admettant la formule (10) et posant successive-
ment
xT
rtra=s, ar =3, 7= - at=z,
la =3, e*— 3, sine = 3, cosr =3,

on tirera de la formule (11) combinée avec éguation (5)
ff(.v *a)dr=F(xta)+C,

./‘f(ax)d.z- = %S(a.z-) + &,

[ieos(z)o

I
fx]'(m’—i— at)dr = 2-‘37(2’+a*) +2,

j'z“‘“ f(z®)dzx = ;;—5(.2“) + 2,
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fﬂ.z.dl_:ﬂx—k

S ferde=F(e) +e,
fcos:v f(sinz)der =& (sinz) + S,

fsin.r f(cosz)dr =— F(cosz) + €.

Ces derniéres formules étant combinées a leur tour avec celles qui
résultent de I'intégration immédiate, on trouvera

dz

[+

— ! +':3
f(a:-a)' T m—1)(z—a) T

3
f dz
l+a’a:‘
de 1 dr _
fm—a? —Z'JT—
14§ —
a

=§l(x —a)+g,

arc tang(ax) + €,

1 z
—arctang—- + &,
a a

xdw
zrdz
=yt + a’+v,
\/5"-{- at

I
fe“d.z:-_—. Leszy g,
a
L
fcosaz dz = gSinax + 2,

fl—a:d.r: -l-(}.t)’+ e,
x 2

I
fe—“dx:— Leasy g,
a

. i
fsmaxdx:—-— - cosar + e,

fﬁ =llr+ e,
xlx

dr —! e o dz =arc lange®*+ &
x(ley" ™ (m—) (lz)yr! + 5 ety g =
sinax d. |
fema: z _ 1 +C=séex+C, co§xdx=- R
costay cosz sin?z sina
Iniégration par décomposition. — Cette espece d’intégration s'ef-

~

fectue 2 I'aide des formules (6), lorsque la fonction sous le signe /

peut étre décomposée en plusieurs . parties de telle maniere que

chaque partie, multipliée par dz, donne pour produit une expression
OFuvres'de €. — S. 1, 1.1V, 21
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facilement intégrable.'El_le s'applique particuliéremént au cas ou la
fonction sous le signe / se réduit, soit & une fonction entiére, soit &

une fraction rationnelle,

Exemples :

dr _ [ sinz +costx dr
sin*z costy sin'z coslz

= [ _ g —cot +e
—J costx siniz 408 T

f(a+bx+ca:’+.. . )d:c:a'/'da:—l- bfwd‘t+cj‘x‘daf +...

x? z
=ax -4 b-;' +C-3— ‘= 2

Intégration par parties. — Soient u et v deux fonctions différentes
de x, et &, v leurs dérivées respeclives. uv sera une valeur particu-
liere dey, propre & vérifier I'équation différentielle

dy —udv +vdu = u' dr + ot dz,

de laquelle on tirera généralement

y=uw+ 2 :fzw' dz +./'uu’ dr :_fu de +./.v du,

et, par suite, )
/lt dv = up— (fvda — &),

ou, plus simplement,

(12) ‘/‘udv-:_-uv-—-fvdu,
la constante arbitraire — & pouvant étre censée comprise dans I'inté-
gralefvdu.
"Exemples :
dz ~
lzde=x o — ?:z(lw—-l)+3, ze*dr=e*(xr—1) + £,
f.z cosrdr= xsinz-+cosz+ &,

/15in.zdz:-.rcosz+sin.zr+ e,

...................................
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Nota. — 1l est essentiel d’observer que les constantes arbitraires,
qui sont censées comprises dans les intégrales indéfinies que renfer-
ment les deux membres de I'équation ( 12), peuvent avoir des valeurs
numériques tres différentes. Cette remarque suffit pour rendre raison

de la formule
: dz __ dx
f iz~ ') B
a laquelle on parvient, en posant dans I'équation (12)

1
= —- et v=lux
lx
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VINGT-HUITIEME LECON.

SUR LES INTEGRALES INDEFINIES QUI RENFERMENT DRS RONCTIONS ALGEBRIQUES,

On appelle fonctions algébriques eelles que l'on forme en n’em-
ployant que les premitres opérations de I'Algebre, savoir I'addi-
tion, la soustraction, la multiplication, la division, et I'élévation
des variables & des puissances fixes. Les fonctions algébriques d’unc
variable sont rationnelles lorsqu’elles contiennent seulement des puis-
sances entieres de celte variable, ¢est-a-dire lorsqu’elles se réduisent
& des fonctions entiéres ou & des fractions rationnelles. Elles sont irra-
tionnelles dans le cas contraire.

(‘ela posé, concevons que, /() désignant une fonction algébrique
de @, on cherche la valour de I'intégrale indéfinie f (z)dz. Sila
fonction /() est rationnelle, on décomposera le produit f(z)dz en
plusicurs termes qui se présenteront sous Pune des formes

Adr Adz (AxBY=1)dr» (AFBY1)dr

—a (z—ay’ z—azpV—1 (z—axpy—1)"

(1) Axmdr,

a, a, B, A, B désignant des constantes réelles et 7 un nombre entier;
puis 'on intégrera ces différents termes i I'aide des équations

t-+1 . S
fo'"dr~ e, f“’“’ = Al —a)y+2,

m--1 T—a

Ade A -
f(;z.'—a)m - (m—1)(x—aq)m <

\—= /:..—|. v x — x .
g ={AFBy/= ')f( “)d (B—‘_“/_)f(l 5ad)’+5

2z =2 By—1 & —&) 4+

= !,-(A;B\, — l)l[(w—z)’+,’3-]+(B AV r)arclang 5 +€,
(A=BV=1)dx As=ByV—1

f—d O
-+ &,

(.r—ac:{.i\/:—l)"'— (m-—l)(J—~& By =1)""




CALCUL INTEGRAL. : 165

dont les premléres se déduisent des principes etabhs dans la Lecon
précédente, et dont la derniére, tivée par induction de la troisieme,
peut étre, @ posteriori, facilement vérifiée. ‘

Ezemples :

S

=Alf(z — a)*+ ('] +aB arc tang-m};a +e,
de (1 1 U YL B £ Al A SIS
fx’—l_‘fz(wwl—x—i—x)d'v_zl(z;-i—s)+V’
zdr 1 :
[E5=enre,
S5 i(em -
Z¢—1 @xr —1I .v+.z:+[ )
_ip e ot g2 o
6 Bzt (3 V3 e

.................................................

Lorsque la fonction f(&), sans cesser d’étre algébrique, devient
irrationnelle, il 'y a plus de régles générales au moyen desquelles
on puisse calculer en termes finis la valeur de ff(a:) dz. A la vérité,
il suffirait, pour y parvenir, de substituer i la variable - une seconde
variable 5 tellement choisie que 'expression f(2)dz se trouvit trans-
formée cn une autre {(5)ds, dans laquelle la fonction p(s) fit ration-
nelle. Mais on n’a point de méthode stire pour-opérer unc semblable
transformation, si ce n'est dans un petit nombre de cas particulicrs
que nous allons faire connaitre.

Soit d'abord f(z, 5) une fonction rationnelle de « et de s, 5 étant
une fonction irrationnelle de z, déterminée par une équation algé-
brique d’un degré quelconque par rapport a 3, mais du premier degré
par rapport i . Pour rendre rationnelle et intégrable la formule dif-
férentielle f(x, 5)dz, il suffira évidemment de substituer la variable s
2 la variable «. On doit surtout remarquer le cas ol1 la valeur de = est
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fournie, soit par I'une des équations binomes

(2) t—(az+b)=o0, (@Z+by)z"—(a,x+ b)=o,

soit par I'équation du second degré '

(3) (@& + b5) 5% — 2(@y 2 ~+ b)) 3 — (ayr + b,) = o,

a, b, ay, by, a,, b,, a,, b, étant des constantes réelles ot n un nombre
entier quelconque. Comme on satisfait aux équations (2) en posant

4 h
s=(ax + b)" ou 5= (m> s
Qo2 + by

et & Péquation (3) en posant

x4+ b+ (ax + b, + (@@ + by) (@yx + by)
ayx -+ b,

’

- —
& =

il en résulte qu'on rend intégrable la formule

5 [
(4) l’[w, (aa:+b)%]dx ou f[x,(ﬂtﬁ)"]dw,

@y + b,

en égalant & 5 le radical qu’elle renferme, et les deux formules

‘ r[w a|$+b|+\/(a'w+ [)1)2+(a0$+bo)(a2$+bg) dz
(5) ’ ) aox-*‘bo '

flz, V(erz + b, Y+ (@ + by) (agx + by) | de, *

en y substituant la valeur de & en 5 tirée de Féquation (3) ou, ce qui
revient au méme, de la suivante :

(6) \/(all“*' b+ (@ + by)(@sx + by) = (@2 4 bo)s — (ayx + by).

Concevons maintenant qu'il s’agisse de rendre intégrable I'expres-
sion
(7) f(x, VAz*+ Bz + C ) dx,

A, B, C étant des constantes réelles. H suffira évidemment d’employer
I'équation (6), aprés avoir réduit le trindme Az? + Bz, +Calaforme
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(a,x+b,)+(a,z+ b,) (@,z + b,). Or on peut effectuer cette réduc-
tion d’une infinité de maniéres, en choisissant un binéme e,z + b, tel
que la difference Az? + Bz + C — (a,z + b, )* soit décomposable en
facteurs réels du premier degré, c’est-a-dire tel que P'on ait

8) Ab 4 Cat—Bayb, + }B*— AC>o. .

En cherchant les valeurs les plus simples de a, et de b, propres i rem-
 plir cette derniére condition, on trouvera : 1° si 3 B? — AC est positif,

ay—o, by=o;
2° si A est positif,

ay= A%, by=o; -
3° si G est positif, ’
b, =Ct, a,=o.
De plus, comme on aura

A2+ B+ C— (A2 =1 (Bz +C)
et
1.2
A+ Bz +C—(C¥) =z(Azr+B),

on pourra prendre dans l¢ second cas @,z + b, =1, et dans le troi-
sieme &, + b, =x. En résumé, si Az®+ Bz + C est le produit de
deux facteurs réels a,@ —+ b,, @, + by, on rendra la formule (7)

rationnelle en posant

azr+by

(9) V(@oz + by) (@22 -+ bo) = (@g.x +by) 5 ou ar il =

Dans le cas contraire, le radical yAz?* + Bx + C ne pourra étre une
quantité réelle, & moins que les deux coefficients A et G ne soient

positifs. Dans tous les cas, on rendra I'expression (17) rationnelle

en supposant

SEA eSLPOSIIf,  oiiiiiiii e VAZi+ Bz +€ —=3:—A\%ua,

(10) (et -
R ]
si C est posilif, VAzt+-Br +C=25—-C* ou \/.-\-i—-B;-!-CP::——(,
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Il est aisé de vérifier, @ posteriort, ces diverses conséquences de la for-
mule (16).

Exemples. — On tirera de la premiére des équations (10)

dr ds__WAz+iB+ AVAZTTBIAC)
/ VAz? A

TBz+C %z+-,‘~B— A b

d == I(z +yzi+1) + &,

Vi
\/,::z;l =l(z+VF—1)+¢e,

...............................

Il importe d’observer que, si Pon désigne par f(u,¢,w,...) une
fonction entiére des variables u, v, w, ..., et par p, ¢, r, ... des divi-
seurs du nombre entier r, les expressions différentielles

f[.z', (ax + b)%, (ax + b)’ll, (a.z'+b)%, . .]d.z-,

(rr) 1 1
f a,xz -+ bh\' [a,z+ b\? .
‘p’(aow"l"‘bo ’ aoa"i-l;; ?

seront de la méme forme que les expressions (4) et pourront étre

— =0

intégrées de la méme maniére. Ainsi I'on trouvera, en posant x = 5°,

1 2\-1 z2ds .
f(.z"+.-z:"‘) d.z-=6f ~ =6[{s*—~s+ (1 +35) ]+ 2.

1=

Ajoutons que I'on réduira immédiatement les expressions différen-
tielles
3
1 . n
- a, -+ b\"
n -1 T8 1 1 —1 g
(12) f[‘tp" (azxt+b) ]x!& de, f[x ,((loxl"-l- bo) ]Zl‘ e
(- désignant une constante queleonque) aux formules (4), et Vex-
pression

(13) . f[m,(aox+bo)%,(a,x-!—b,)%]d.z:
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-t la formule (7), en posant, dans les expressions (12) x*=y et dans
Iexpression (13), ao + by =y*.
a,lm+|

Vaer—i

ousimplement 2*— 1 =32, et

Exemples. — On intégre dz, en posant x*=y, y — 1 =73

dz .
T T enposantz — 1 =y,
(@ — 1+ (x+1)?
L . $ &
puis { ¥*+2)* =35 —y ou simplement (z — 1)’ + (& +1) =3,
~En terminant cette Le¢con, neus ferons remarquer que, dans tous
les cas ot I'on parvient a calculer la valeur d’une intégrale indéfinie
gui renferme une fonction algébrique, cette valeur se compose de
plusicurs termes dont chacun se présente sous I'une des formes

(4) f(x), Alf(z), Aarclangf(r),

f(x) désignant une fonction algébrique de &, et A unc quantité con-

. . Zz
stante. Les expressions arc sinz = arc tang\—/—z:—_:i, arc cosx et autres
t—>

semblables sont évidemment comprises sous la derniére des trois
formes que nous venons d’indiquer.

G ———

OFuvres de C. — S. I, L. V. 22



170 RESUME DES LECONS SUR LE CALCUL INFINITESIMAL.

L

. g
VINGT-NEUVIEME LECON.

SUR L'INTEGRATION BT LA REDUCTION DES DIPFERENTIELLES D!Néﬂlks, BT BE
QUELQUES AUTRES FORMULES DIFFERENTIELLES DU MEMR GENRE,

Soient @, b, a,, b,, A, i, v des constantes réelles; y une quantité
variable, et faisons y* = 2. L'expression (ay* + b)*dy, dans laguelle
dx a pour coefficient une puissance du binéme ay*+ b, sera ce qu'on
appelle une différentielle bindme, et I'intégrale indéfinie

1
(1) Slarr+ b)f‘dy=%‘/'_(ax+wai“‘dm

sera le produit de % par une autre intégrale comprise dans la formule

générale

(2) ./ﬂ(a-’” + b (a,x + b)) dz,

dont nous allons maintenant nous occuper.

On détermine facilement P'intégrale (2 ), lorsque les valeurs numé-
riques des exposants g, v et de leur somme ¢ + v se réduisent 2 trois
nombres rationnels, dont I'un est un nombre entier. En cffet, dési-
gnons par /, m, n des nombres entiers quelconques. Pour intégrer les
expressions différentielles

=2 \
(ax + ) (a;x+ b)) "dz,

(gxr + b)ii(a,x + b ¥lde,

(az + b)Y F (a2 + b))~ "7 dz,



CALCUL INTEGRAL. - , . 171

il suffira de poser successivement (voir la vingt-huitidme Legon)

ax + b

— -l
-~

az + b= 3%, ar +b=s", _ =
a,x + b,

La formule (ax + b)*(a,z+b,)" dx n’étant pas toujours inté-
grable, il est bon de faire voir comment on peuf ramener la détermi-
nation de I'intégrale (2) a celle de plusieurs autres intégrales de.
méme espece, mais dans lesquelles les exposants des binomes ax + b,
@, + b, ne soient plus les mémes. Pour y parvenir de la maniere la
plusdirecte, on aura recours a I'équation (12)(vingt-septieme Lecon),
que I'on présentera sous la forme

(3) fuv;-dlv’:Aav—fuo%dlu’;

puis I'on supposera les fonctions u et ¢ respectivement proportion-
nelles & certaines puissances de deux des trois quantités

axr—+b

] b x .
(4) ar+b, az+b, o

Comme ces trois quantités, combinées deux a deux, offrent six combi-
naisons différentes, on voit que la formule (3) donnera naissance &
six équations distinctes. On simplifiera le calcul, en opérant comme
si « et-v devaient toujours rester positives, et réduisant en consé-
quence la formule (3) & cette autre

(5) fuodlv:ua—flwdlu,

puis ayant égard aux équations

dl(ax+b):aj_‘j'fb,
_ adx
dl(a'z-*.b')——__a,z.—i—b,’
dl ﬂx’l’—b _ (ab,——a,[))d.t
ayx + b, = (ax + b) (ayz + by)’

desquelles on tirera la valeur de dz pour la substituer dans linté-
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grale (2). Concevons que, pour abréger, on désigne par A cette méme

intégrale. On trouvera :
1° En supposant u proportionnel & une puissance de aw + b, et ¢ &

une puissance de a,z + b,,

bp. . b v 4§ .
.-\:f‘”“‘ ) ‘a‘f"”“ D" ez + by)

= [laz B ot by Al @ b

“(v+1)ay
_ (a.r+b(iﬂi¢zl,).z;q- b+t _ (a.r+lzl!‘_f—al,).z;l-i— b‘)v”dl(ax-i- bye,
s j'(a.z:+ bt (a,x + by YWdx
(6) ( ___:(a.x-e—[()’)'!lia;;z;l-:-li.)"*" _ (y_;{f:l)'”l .['(a.z*+b)!""(a,:v+b,)”*'¢l?€

2° En supposant « proportionnel i une puissance de a,@ + b,, et ¢
i une puissance de ax + b,

‘['(aa'-q-b)!‘(a.x-i— bydx

- ¢ H v o
(,) = ((l-’v-l—i)l)f:—(:;f'i- b)) - (Ff:)a f(a.z'-l—-b)l‘“(a,a?-t-‘ b‘)v-t drt
ax--b

— 1 ety
a,.z'—i—b.’ ¢

3° En supposant « proportionnel  une puissance de
i une puissance de e,z + b,,

+t

ay
__ axr -+ b \* (a2 + b,)r+v+t o
wf(al.t+ b:) (p+v+1)a, @z =+ by

__{az + b (a0 + by )+ _/‘(a.v+b)ﬂ(a,x+b,)’+'dl( ax+b )l’-
- (P+vana, (p+v+1)a, az+6)"

8)

) f(a.r + 0 (ayx + b)) dre
!

¢ (axr+ b (a z + b+t __ plab—ayb) " Y s
T e ana (ot oa J (@ O (T + by da

a,x+ b,

aa:+b’e“'

‘1° En supposant u proportionnel & une puissance de

Y
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i une puissance de ez + &,

f(aa:+b‘)¥"(a,a:-|— b dx
I +1 v b — at
© ( ::(ax—izlf)-l:v:‘-t‘r?a_" ok ‘(‘l(*a-‘l-v+alg!a) f(az+b)l"(a,.z'+b,)""'da';

50 En supposant u proportionnel & une puissancede e, + &,, et¢ a
ar+b

une puissance de 2 b

_ laz+ bW (a2 + b)) az+ b

A= ab,—a, b a,x -+ b,
_ (ayz 4= by )p+v+2 azr+b )‘mdl( ar + b )ll-+'
“f(p+r)(ab,—-a,b) (a,.-z—l—b. ayx + by
_{az+ b+t (a2 + b (a2 +- D)+ (a1 + by)'*! .
= (p+1) (aby— a,b) —f (!'-"'!)(ab.-a,b) dl(a,z + b)r-+e,
f(az+ b ({a,z +b,) dx
(10) 1+ (az+ D)+ (a,T+by)"H! (r+v+2)ay ] 3
l T (g (ab—ab) T (p+1) (@b, —a,b) f(aw+b)(‘+'(a,.v+b,)v dr;

6° En supposant « proportionnel i une puissance de azx -+ b, et ¢ i

uissance de 22 b
une p az+b;

‘ -f(aw+b)ﬂ (ayx + b)) dx
(t) ¢ @z+bEr (e z+b )t (ptva)e Vot g
' - (v—i—l)(a,b——abl,) _(‘)—H)(a,l)—ab.)f(aw_“b)u(a'w—‘—b') dr.

A l'aide des formules (6), (7), (8), (9), (10), (11), on pourra tou-
jours remplacer I'intégrale (2) par une autre intégrale de méme es-
péce, mais dans laquelle chacun des binomes ax + b, @,z + b, poric
un exposant compris entre les limites o et — 1. En effet, il suffira,
pour y parvenir, d’employer une ou deux fois de suite les formules (8)
et (9), ou du moins I'une d’entre elles, si les exposants ., v sont posi-
tifs, ou si, 'un d’cux étant positif, I'autre est déja compris entre les
limites o et — 1. Au contraire, on devra employer les formules (10)
et (1), ou du moins l'une T'entre elles, si les exposants p, v sont
tous deux négatifs. Enfin, si, 'un des deux exposants étant positif,
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Pautre est inférieur 3 — 1, on fera servir la formule (6) oun la for-
mule (7) & la réduction simultanée des valeurs numériques de ces
deux exposants, jusqu'a ce que I'un d’eux se change en une quantité
comprise entre les limites o et — 1,

Lorsque les exposants (&, v ont des valeurs numériques entieres,
alors, en opérant commé on vient de le dire, on finit par les réduire
'un et 'autre & P'une des deux quantités o et — 1. Cette réduction
étant effectuée, I'intégrale (2) se trouve nécessairement remplacée par

'une des quatre suivantes :

e - tode . da N

dr =z + 2, _/a.z:+b l((l.L-l—[l)-i-v, fm l(a,a:+1;)+\.,
dx _ 1 " aer+bh 1 ar+b\*
/(a.L'+ OY(ay & + b)) abj—ab qxr+b = 2(aby—a b) \asx+ b, =

En général, toutes les fois que la formule (ax + )¢ (@, + b,)dzx
sera intégrable, les méthodes de réduction ci-dessus indiquées per-
mettront de substituera I'intégrale (2) d’autres intégrales plus simples
dont il sera facile d'obtenir les valeurs.

Si l'on veut appliquer les mémes méthodes & la réduction de linté-
grale (1), il faudra supposer dans la formule (5) les quantités u et v
proportionnelles & certames puissances, non plus des quantités (4),
mais des suivantes :
az+b _ay'+ b

x Tyt

(+3) ax + b=ay'+ b, .z':'y-,

Exemple. — Concevons qu'il s’agisse de réduire I'intégrale

—_— 2y-—-n
(l+y ) f(""y) @

n désignant un nombre entier supérieur a l'unité On supposera u

et ¢ proportionnels 4 des puissances de y? et de - y ", et, comme on

aura

14yt d
A= (.+ ) == Sy
J? ya+yy
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on tirera de la formule (5)

[ d)‘ X —f_y(h“yz)“"“dl |_‘_'1.z
. (l-l-y')”- J'=

_ -2u+3 2 —t+1 |_|_y2 -1
- s EE) T A

(l'l‘) ty—~n+1 2y -1
.7'('+J") _(xu+yY) d | y—ta+3
2(r—1) 2(n—t) 4
¥ an—3 [ dy

:2(11 _l)(!_‘_‘ya)u—x —+ an— 2 (l+y3)";l‘
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TRENTIEME LECON.

SUR LES INTEGRALES INDEFINIES QUI RENFERMENT DBS FONCTIONS KXPONENTIRLLES,
LOGARITHMIQUES OU CIRCULAIRES.

On nomme functions exponenticlles, fonctions logarithmigues, celles
qui contiennent des exposants variables ou des logarithmes, et fonc-
lions trigonometriques ou circulaires, celles qui contiennent des lignes
trigonométriques ou des arcs de cercle. Il serait fort utile d’intégrer
les formules différentielles qui renferment de semblables fonctions;
mais on n'a point de méthodes sures pour y parvenir, si ce n'est dans
un petit nombre de cas particuliers que nous allons passer en revuc.

D'abord, si I'on désigne par ¢ une fonction telle, que I'intégrale indé-
ﬁniefr(s)ds ait une valeur connue, on en déduira les valeurs de

(v) ff(l.-z)(;—x-, fezf(e’)dw, _/'cos.rl'(sin.z-)d.z-, fsi:nx[‘(cosx)zlw,

en posant successivement, comme dans la vingt-septiéme Lecon,
| = e*—=3, sine =3, coOST = 3.

e

On déterminerait de méme les trois intégrales

N A S dx
{(arctauc;)!_*_‘r,;

( ‘ ‘(arc sinx) _dr
(2) . fl V= .L"’
: fr(arc cos.r)-J;‘-[j—w;,

en posant, dans la premiere, arctangr =z, et, dans les’ deux der-

nLeres, aresinay = 5 OU arc cosx = s.
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Observons cncore que, si I'on désigne par £(u), f(¢, 0), £(u, 0,w, ...)
des fonctions algébriques des variables u, ¢, w, ..., il suffira de faire
¢® =3 pour rendre algébrique I'expression différentielle renfermée
sous le signe f dans l'intégrale

(3) S tter)dz,

et cosz =35 ou sinx = = pour produire le méme effet sur les deux

intégrales " ) .
ff(sin.z-, eosx) dx,

o |

ff(sinx, sinaz, sin3@, ..., cosa, cosax, cosdz, ...)dx,

dont la seconde n’a pas plus de généralité que la premiere, attendu
qu’on peut y remplacer les sinus et cosinus des arcs 2z, 3z, 4, ...
par leurs valeurs en sinz et cosz, tirées des équations de la forme

cosnx +y—1sinnz = (cosx + /=1 sinz)",
cosnz —\/—1sinna = (cosx —y—1sinz)".
Ajoutons que, si, dans la premiere des intégrales (4), on égale sina,
M
non pas & 5, mais & == 3%, cette intégrale prendra la forme trés simple

5) /f[tﬁ, (-3 ] — =%

1 T
232 (1— 3)!

On aura, par exemple, en désignant par @, v deux quantités con-
stantes,

@t Y1

(6) ['sinP-.zfcos"xd.r —_--l_:.;.f;,-T(,_z) T s,

Remarquons enfin que, en supposant connues les valeurs des inté-
grales (3) et (4), on en déduira facilement celles des suivantes

7 S Hem=) dz,
{ ff(sinbw, cosbx)dz,
8
‘( ) ‘ ff(sinba:, sin2bz,sin3bx, ...,cosbx, cosabaz, cosdbu, ... ) dr,

OEuavres de C. — 8. I, t.1V. 23

[PRINY
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puisqu'il suffira de diviser par @ ou par b les fonctions obtenues,

aprés y-avoir remplacé & par ez ou par ba.
Soient maintenant P, 5 deux fonctions de @, dont la premiere reste

algébrique, et dont la seconde ait une dérivée algébrique ='. Si, en
posant ‘
fPdz=Q, [Qide=R, [Redz=S8, ...,

‘on obtient pour Q, R, S, ....des fonctions connues de la variable .,
on déterminera sans peine, 4 I'aide de plusicurs intégrations par

parties,

(9) [Pz dr,
n étant un nombre entier. En effet, on trouvera successivement

./.P;R dr =Qs"— It/'Q:’z""dx,

/'Q s Vde =RV — (0 — l)j'R szt dr,

et, par suile,

(10) ‘/.P:"d.c =Qzt—aRa" ' n(n—1)Sz 21—, .+ 2.

Lorsque la fonction s se réduit 2 un seul terme, clle se présente néces-
sairement sous I'une des deux formes (voir la vingt-huitieme Legon)

Al[f(x)], Aarctangf(.x),

A désignant une quantité constante et f(x) une fonction algébrique

de z.

Exemples. — Si I'on suppose la fonction P réduite i l'unité, et la
fonction s & Pune des suivantes

lo, arcsinz, arccosr, Iz 4+yrieti), ...,
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on tirera de la formule (10)

n  n{pn—1)

(11) f(l.z)"dm:.z(lx)“[l—rr+_(w_ .’.‘(”_""_)__3.1_']4_3’

e Uw)u

n(n—1)z _n(n—l)("—z)v'_wt-k.... +g,

(aresinz)?

f(arc sinz)*dx
(12) 3  afi=a

—=(arcsinz)*|x . —_ ]
( ) 3 + arcsing (arcsinz)?

‘f(arccosa:)"dx ' C h ‘
(13) ? I ai—z*  r(n—1ax +n(n—l)(u—-2)\/l—-$!+.“ +

= (arccosz)* |z — -
¢ ) #/ee Cos» (arccosz) (arccosz)?

L

(e +y@F ) do

I YO 1"‘.::— n\zt -t n(n—1)a
DAL el ety B (TP

‘ _ n(r—(n—a)Jri4-1 - I ~
1_ [(zvsenF

...................................................................................

Sil'on supposait P=z""' etz = Iz, on trouverait

n_ n(n—1)
alx a(ley

©

a(n—1)...3.2.1
:‘:——————( ) ]-a—

ar(lr )_”

(13) ‘/‘.-z"“"(l.zf)" dr = fa:(l.z')" [l -

Lorsqu'on substitue 5 & z, les formules qui préeédent deviennent

(16) _ /1:"e= d: =3 c‘[l — '_l + )t(ll‘;-_l) — f_‘,f‘,,:g;._'_'f_?}_'_‘] + Z,
‘ [ 3% cossds = :"-:sin:.[l — ﬁ—(—'—t: 0. ]
a7y .
’ n n{n—1)(n—2) z -
+cos5|— — S e [+ S
‘ —-_/4':" sinsds ::"#cos:[r — ————“(n_j 9, ]
(18)

|

. n
—sins |~

<

ETEETEE I [

-3
b3

WOy
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| ((f;"'( -"-:e*)d;:znl{e‘-;e—;[t_'_n(f;;—x)+'“]'

(19) ¢ .
) I eE+e fn  n(n—1){(n—2) l ~
- - ... -+ &y

L 2 3 s ]
p . g Stesd n n(n—1) n(n—1)...3.2.1 —
(QO) j S“B“‘da‘: a [l‘—a—u: +7’5* —...E 2t ~+ <

On pourrait établir directement ces derniéres formules & I'aide de
plusicurs-intégrations par parties que I'on effectucrait de maniere &
diminuer sans cesse I’exposant 2, pour le faire enfin disparaitre.
Ainsi, par exemple, la formule (20) se déduit des équations “

5" eaz

‘j':."e"-"d:. = -

(21) < tle®  pe—1
( j:n—-l et ds = ~ _ j;ll—ﬁea: ds,

R ]

] /‘:’-n—-l e%= d:"

a a

.
Cemen e D N et et e e

Une remarque semblable s'applique i toutes les intégrales que I'on
déduirait de l'intégrale (10) supposée connue, en substituant s & z.
L’intégration par parties peut encore servir & fixer les valeurs de

(22) f:."e‘" cosbsds, fz"e"-’ sinbsds,

@, b désignant des quantités constantes et » un nombre entier.
Ainsi, par exemple, on obtiendra les valeurs générales des deux
intégrales e cosbsds, jc"‘sinlzsr/z en ajoutant des constantes
arbitraires aux valeurs de ces mémes intégrales tivées des équations
. et*coshs b .
je‘h cosbsds = grcoshs + —fe“ sin bs ds,
2] a
A a3 g 3 b
fe“smb:dz = £ 5nos nbs % e%>cosbsds.
. a a
Au reste, la détermination des intégrales (22) peut etre simplifiée
par le moyen des considérations suivantes.
Comme on a (voir [a fin de la cinquitme Lecon)

d(cosz +y—isinz) = (cosz +y—1 sinz) dry—1,
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, CALCUL INTEGRAL. S 8L
on en conelut '
(23') { dlees(cosbs +y=isinbs)]

{ =(a+0y=1)es(cosbs +y=Tsinbz)dz,

es(cosbs +y—1sinbs) |
— <y
a+ [)v_l

(24) fe=s(cosbs +y=isinbz)ds =

 admettant des valeurs imaginaires. Cela posé, il est clair que les
formules (21), et la formule (20) qui en est une suite nécessaire,
subsisteront encore si I'on y remplace I’exponentielle ¢ par le pro-
duit

e*t(cosbs +\—1sinbz),
et le diviseur @ par '
a+by—i.

On aura done

‘ [57e®*(cosbs + = 1sinbs)ds

__znee2(cosbs+\/—isinbs) n(n—1i)...3.2.1

[
Lon)

Si 'on raméne le sccond membre de cette derniere équation i la
forme « +v0y—1, u et v désignant des quantités réelles, ces quan-
tités seront précisément les valeurs des intégrales (22). Les deux
formules qui détermineront ces valeurs comprendront, comme cas
particuliers, les équations (16), (17), (18) et (20). De plus, elles
entraineront I'équation (rg) et se réduiront, si 'on suppose r = o,
aux deux suivantes :

. acoshs + bsinbs
s fe“-cosl;z ds = - 5 e+ 2,
at+ b
(26) .
asinbs — beosbs ety ©
a’+ b’ e

' ‘/'e“-" sinbzds =

1
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TRENTE ET UNIEME LECON.

SUR LA DRTBRMINATION BT LA REDUCTION DES INTEGRALES INDAFINIES; DANS LESQUELLES
LA FONCTION SOUS LE SIGNBIBST LB PRODUIT DE DBUX RACTRURS RGAUX A CERTAINES

PUISSANCES DU SINUS BT DU COSINUS DE LA VARIABLE. B

Soient v, v deux quantités constantes, et considérons I'intégrale

(1) [sinkz cos¥z du.

L ., .
SiI'on pose sin*x = 5 ou sin@ == = 5%, celte intégrale deviendra

adml) =t
(2) i-;-f: ? (1—3) ? ds.

Donc elle pourra étre facilement déterminée (vour la vingt-neu-
vieme Legon), lorsque les valeurs numériques des deux expo-

Wy —2 ,

— 1 vY—1 " N .
il —— se réduiront & trois

sants ——, —
nombres rationnels dont 'un sera un nombre entier. C'est ce qui
arrivera nécessairement toutes les fois que les quantités w, v auront
des valeurs numériques entieres.

Dans tous les cas, on pourra du moins ramener la détermination de
Pintégrale (1) ou (2) & celle de plusieurs autres intégrales de méme
espiece, mais dans lesquelles les exposants de sinz et cosz ou de =
et 1— 5 ne seront plus les mémes. Pour y parvenir, il suffira d’em-

ployer de nouveau la formule (5) de la vingt-neuvieme Lecon, savoir

et de leur somme

{3) 'fuc-'dlv:uv—j‘uvdlu,

en supposant les fonctions u, ¢ proportionnelles a certaines puis-
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sances de deux des trois quantités 5, 1 — 5, —— ou, ce qui revient

~

au méme, de deux des trois suivantes :

(4) sinr,  cos.x,

v

Concevons, pour fixer les idées, que l'on veuille réduire I'inté-
grale (1). On commencera par substituer dans cette intégrale la
valeur de dr tipée de I'une des équations

Idlsin.z: — cos..za'.r
sinx
(3) dlcosz —=— sinz dr
coST
,dltangz:——dlcotx: de
\ R

sinz cosa’

puis P'on conclura de la formule (3) : 1° en supposant u propor-
tionnel & une puissance de sinx et ¢ & une puissance de cosz,

fsinl‘.tcos".rd.z': /'—— sint—tz cos'*'xdlcose

— sint-te
=f —— cos'+xdlcos"+ix
VA1
sint—'xz cos*+lax sin®!' .z cos¥*+l .
o= — -+ disint-1.r,
v+ v =1

sint—tw cos'+lz —1 .
+ & fsml‘"x cos*2.x du;
v+t v+

(6) ['sinF.r cosVr dor —=—

2° en supposant x proportionnel & unc puissance de cosx et ¢ & unc
puissance de sinz,

sin¥+iz cos¥-lz v —1

- sint+ 2 cos'"x dor;
Bt B+ f !

(7) fsinl’-.r costrdr =

3° en supposant u proportionnel i une puissance de tangx et v i une
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puissance de cosz,
fsinlla: cos*z dr =f— sint-'z cas¥iz dlcosz

— {angt—tz
T8 7 costtadlcosht

v
sint—tz cosVi iz sint—tx cos¥t+ix
— < dltangt—tar,
Bty B+

.

sink-tx cosvtla -1 .
L u_[S|n9'~-’.z' cos¥x dzr;

Wy o+

(8) .[‘sinl*m cos¥rdy =~

4° en supposant « proportionnel 4 une puissance dé colz et ¢ 3 une
puissance de sinz,

sint+te cosv-lr v—;g

e I_L_'_”fsim*xcos"-’x dr;

(9) fsin*‘.'z: cos'rdr =

5° en supposant « proportionnel 4 une puissance de cosa et ¢ & une

puissanee de tangz,

J sinte costr dr = f'sint+tz cos't' 2 d Hangx

[COSV'*"”".Z‘

prprap tangtt'z d |l langh+' 2

o

sink+tr gosv+ie *sin¥+t e cosvtiy
= - — dlcost++iy,
[T et

sint+lz cos¥+ir L pry-t2

/'sinl*“x cos'zdr;
‘U.+ 1 ‘I.-I—I

(r0) /"sin!*.v cosv¥r dr =

6" en supposant « proportionnel i une puissance de sinz et ¢ & unc
puissance de cota,

sint*lecos'tr p+v+4a
v—41 V1

{11) _/'sin!*.r cos’x dr — — __/'sinl‘.t cos¥+ird.r.
A 1"aide des formules (6), (7), (8), (9) (10), (11), on pourra tou-
jours transformer I'intégrale (1) en une autre intégrale de méme
espéce, mais dans laquelle chacune des quantités sinz, cosx porte
un exposant compris entre les limites —r, +1. En effet, pour
atteindre ce but, il suffira d’employer une ou plusieurs fois de suite
les formules (8) et (9), ou du moins I'unc d’entre elles, si les expo-



LALCUL INTEGRAL. T

sants | et v sont posxtlfs, ou si, I'un. d’eux étant positif, 'autre est
compris entre les limites o, — 1. On devra, au contraire, employer
les formules (10) et (11) si les exposants i et v'sont tous deux néga-
tifs, ou si, I'un d’eux étant négatif, I'autre est compris entre les
limites o et 1. Enfin, si, I'un des deux exposants étant positif, mais
supérieur & I'unité, I'autre est négatifl, mais inférieur & — 1, on fera
servir la formule (6) ou la formule (7) 4 la réduction simultanée des
valeurs numériques de ces deux exposants, jusqu’a ce que I'un d’eux
se trouve remplacé par une quantité comprise entre les limites — 1
et + 1.
Dans le cas particulier ol I'on suppose @ + v = o, les équations (6)
et (7) deviennent

—1
f tangtz de = langt™ 'z _ Jtangt-1z dz,

—_1
(1) ('ofl“'*‘x
fcot".z'dx - -—-fcot“—’a:d.r.
v—i

Lorsque les exposants . et v ont des valeurs numériques entiéres,
alors, en opérant comme il a été dit ci-dessus, on finit par réduire
chacun d’eux & I'une des trois quantités + 1, 0, — 1, et l'intégrale (1)
se trouve nécessairement remplacée par 'une des neuof suivantes :

j‘d.z:_—:a:-ke, fsin.z‘da‘:—cosxdl-@,

fcoswdx:: sinz + S, fsin.rcosxdx =isintz 4+ €,

sinzdx
——— =—1Llcos’z + 2,
cosz
coszdx .
—— = [llsin’z + €,
sinz
' dr
—— = llang*r+ &,
cospsmw
—d.r x
=iltang®= + 2,
sma: & 2
Slﬂ - COS-—

— [z +3m) z(.’.’ ™\ e
fcosvz- sin(@ -+ in) ,ltang 2+4 +e.

OFuvres de C. — S. I, L1V, a4



.
j sintx de.

[ costxede
N

“
j tang*.r dr

/'col" & e

J séer.cdr

] coséer . de =

j sinta dr

j cost.rdr

/1 tang".r de

'

]

‘f cotr.rdr

) / séenr de

f cosée"rde = —
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Si I'on-applique ces principes a la détermination des intégrales

f ‘sintxdr, [costzdr,

sin®r d cos"x dr dr
o) in? Ly m in g
cos™w sin“a cos*x st

n étant un nombre enticr, on trouvera : 1° cn supposant » pair,

cos.e . n—1 3.5...(n—3)(n—1x) 1.3..n—=3)(n—1)

———— sipft—1 "—3 N >
p [sm Lo SIS e =) (1 =2) sinax] + i i— 2 £+ E,
sin.z n—r_t 3.5...(n=3)(n —1) r3...(n—=3)(n—v)

bk iod n—tp 4 D77 cost-3.p .. .4 ; LA - ©
n [cos SR ')‘cos £ 2.4 ..(u—.j)(n-—z)eosz 24 (0 —2)n tee

lang"—tr lang'—*r  lang"—S.x

—.Elangr g e+ 2,

n—1 n—3 n—->
cotn—1 g c()lll—it.,; cot#—5
; - t.oeolr pa+9,
n—1 n-—-3 n—23 !
sine [, n—n2 2. 40— §)(n—2)
- séer—dor = - ST —sbcx |+ &
,"—'l[ Bedn—5)(n—13) o

—2)
3)

2.4...(n—3)¥(n
J...n—=5)(n-—

cosxr

n—t

n—2 »
[coséc"—l.z- -+ Py eoséer =3y +, ..+ coséc.r] +e

2° cn supposant n impair,

(n—1)(n—

cosa | . n—yg 3) 2.4...(n—3){(n—1)
sint—lr + sin#-3p - - sin®-3p 4. . 4 - e
[ n—1y l-(n——z)(n H N LI (n—4)(n—2) =
sm r — — — 2. — —
[cogu 1 xr + —— coslt—3_‘ — .(..’_L__M o8NS e, L+ “ (" 3) (Il ') .
" (n—2)(n—4) 3. . (n—f)y(n—=2) ’
tung?—=tpr  fangr—3x gi—3s a?
= — e lang" x| Aneir 1 leoster + 2,
n—i n-—-3 n—3% a2
_cotr-te  eolh—ie cott—bp _coltxr L sinte o+ ©
n—i n—3 n—3 1 T
sine [, n—a 3.5 (u—3) 1.3...(n—2) : r
2 lsben-te - n—3 e T T sbets ebLA W {4+ )2
Il-—l[ "_sscc i +2.4.. ( J)s“ ]+'.z..i...(n—l)’“'m'g (2+4)
cos.z "— 1. 2
o cosé(’n 1o 4 (‘,Obéc""-l'-l- u 2) coséc! R 3... ¢ )-}l tann! z + Z.
n—t n—3 Y 4o (n— 2.§.. (n—l)

Nous indiquerons, en finissant, plusieurs méthodes qui peuvent
servir, comme les précédentes,  la réduction ou & la détermination
de P'intégrale fsin*’”xcos*"m dx, m, r étant deux nombres entiers.
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D'abord, il est clair qu'on réduira lintégrale fsin“"’ar: cos~"zdz &
d’autres plus simples en multipliant une ou plusieurs fois la fonction
sous le signe [ par sin®z + cos’w==1. De plus, on peut rendre
rationnelle I'expression différentielle sin*ax cos*zdz : 1° dans le
cas ol # est un nombre impair, en posant sinz = 33 2° dans le cas
olt m cst un nombre impair, en posant cosz — 5. Remarquons enfin
que l'on obtiendra trés facilement les valeurs des intégrales

/'sin'"a:d:c, j'cosﬂwdw, fsin"'.v cos" . dx

dés qu'on aura développé sin™x, cos"x et sin”x cos"z en fonctions
linéaires de sinz, sin2a, sin3a, ..., cosz, cos 2z, cos3x, ... A Paide
des formules établies dans le Chapitre VII de I'Analyse algébnque ().

(1) OEuvres de Cauchy, 8. 11, T. UL, p, 133,



"
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TRENTE-DEUXIEME LECON.

SUR LB PASSAGE DES INTRGRALRS INDERINIES AUX INTRGRALES DEPINIES. -

Intégrer I'équation

(1) dy = f(z)dz,

-

oul'expression différentielle f(x)dx, & partirde = x,, ¢’est trouver
une fonction continue de 2 qui ait la double propriété de donner
pour différentielle f(z)dz ct de s'évanouir pour = z,. Cette fonc-
tion, devant étre comprise dans la formule générale

[Rz)de =frf(.r) dz+©,

se réduira nécessairement & P'intégrale f S(z)dz, sila fonction f(x)

Xy

est elle-méme continue par rapport a x, entre les deux limites de
cette intégrale. Concevons maintenant que, les deux fonctions o(x)
et y(x) étant continues entre ces limites, la valeur générale de v,
tirée de I'équation (1), soit présentée sous la forme

o(z) +fx(a:)d;r.

La fonction cherchée sera évidemment égale a

Q(w)—?(a‘»)-i-f x(2)da.

En partant de cette remarque, on verra sans peine ce que deviennent
les formules établies dans les Legons précédentes, lorsqu’on assujettit
les deux membres de chacune d'elies 2 s'évanouir pour une valeur
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donnée de . Ainsi, par exemple, on reconnaitra facllement que les
équations (9) et (12) de la vingt-septidme Legon, savoir

‘ff(x)d;r :j‘f(z) ds et fudv:av—fv du

ou .
f uv' dr=uv — f ve' dz

entrainent les suivantes

(2) | | [rf(xjdmzfsr(z)da
et’ ' "
(3) - f " d = 9 — wyro— f‘...-mld%

Zos U, €t 0, désignant les valeursde s, u et ¢ correspondantes i x = x,.
§i, dans les formules (2) et (3), on pose 2 =X, on trouvera, en appe-
lant Z, U, V les valeurs correspondantes de z, u, v,

X 2
(4) fj(a')dx:f ((5) ds
et
X - X
(3) f uv’d.z::UV—u.,vo—f vu' dz,

Les équations (4) et (5) sont celles que I'on doit substituer aux for-
mules (9) et (12) de la vingt-septiéme Lecon, forsqu'il s’agit d"appli-
quer I'intégration par substitution ou par parties a 'évaluation ou a
la réduction des intégrales définies; tandis que les intégrales de cette
espece, déduites de I'intégration immédiate ou par déeomposition,
sont données par la formule (18) de la vingt-sixiéme Lecon, ou par la
formule (2) de la vingt-troisiéme. Ces principes étant admis, les mé-
thodes exposées dans les Legons précédentes pourront servir a déter-
miner un grand nombre d’intégrales définies, parmi lesquelles je vais
citer quelques-unes des plus remarquables.

Si 'on désigne par m un nombre entier, par a, 8, @, v des quantités
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positives, par , A, B, C, ... des quantités quelconques, .enfin par ¢
un nombre infiniment petit, on tirera des formules établies dans les
vingt-septieme et vingt-huitiéme Lecons

1

1
1
fz“*’d.r::-—; f a-t-'dr — e,
[ a . 0 . )
® 0 L3 I
fe"’d.z::r, f e dr == o, f e dr — —,
0 ) [ [] a M

' B, C
f (A+BJ’+C-’L"+...)d$:A+;+§+_, .
0
fl_z.m_ld — 1 . 1 1 . & d&‘ __1!.'
| T L= +;+§+.+'—)2, A 1-0-.1"—;,
1
© de _m f‘“‘ xdr =1t .
Pra a i‘az-*+a*
-
1
¢ vdr —o ¢ dr _n
fm ' f Ji—a =3
T
/" de & (z—a)dr_ f (z—a)dr _
ey T ﬁ .(«'—0!)"*-5z (x—-a)’-l—ﬁ’—' !
1
v
f < A—B\[—_.I.__+ A+Bv h__)dxzm\lp-i—znﬂ
, r—a—By—-1 z—a+py—=1
f (A=Y A=BVTT | AemyTT V=L )as=arn.
s r—a—By—1 x—a-+BY-1
De plus, si I'on représente généralement par __t(( )) une fractlon ration-

nelle dont le dénominateur ne puisse s’évanouir pour aucune valeur
réclle de z, par x,, ,, ... les racines imaginaires de Péquation

F(x) = o, dans lesquelles le coefficient de \/:T est positif, et par

.A —B,V=T, A, —B,y~1,... les valeurb de la fraction —%—l) cor-
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: respondantes a ces racines, on obtiendra la formule

(6) f I.f,((‘;))dx—z(,\,+,\,+ )1"+ar(B,+B,+ ).

Le second membre de cette formule cessera de renfermer le facteur

arbltraxrel ~» et 'on aura en conséquence
+ f(.?.‘) o )
(7) [" m“’&—“‘(&"-“z"'---)’

toutes les fois que la somme A, + A, + ... s’évanouira. Or, cette con-
dition sera remplie si le degré de F() surpasse au moins de deux
unités le degré de f(2). On arrive au méme résultat en partant de la
remarque qui termine la vingt-cinquiéme Legon.

Si le degré de la fonction F(x) surpassait d’'une unité seulement

* I(z)
_F(2)
valeur générale, donnée par l’equation (6), renfermerait la constante

cclui de f(x), I'intégrale | dx deviendrait indéterminée, et sa

arbitraire % Mais, en réduisant cette constante arbitraire & I'unité,

on retrouverait I'équation (7), qui, dans ce cas, fournirait seulement
la valeur principale de I'intégrale en question. Ajoutons que cette
valeur principale resterait la méme, si, outre les racines imagi-
naires &, &, ..., U'équation F(z) = o admettait des racines réclles.

La raison en est que toutes les intégrales de la formef_n ;\i”a ont

des valeurs principales nulles.

Exemples. — Soient m et n deux nombres entiers, m étant < n. Si
am 41

Fon fait =a, on {rouvera

¢ pim

Z X 27T, . . .

f — 5 = —[sinar +sindanw +...+sin(z2n — 1)ar]
P R an

' T T

nsinar = . (2m+ nw
usmT
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On en conclut, en posant 3 =2,

: 2z ds ® ¥ dx “xtdr g
(8) '——-—-:2", —'—57‘:" ————n =TTt
A 1435 o -+ _el"l‘-l‘ sinaT

De méme, en réduisant chaque intégrale indéterminée & sa valeur
principale, on trouvera

® m .
vidr  am . . . P T
f —— = —[sin2an+sinfjan+...+sin(202 - 2)an] = = ’
J_gr—x 2n , nrlangemn (am+ )7

ntlang
@zt LI.'S xm dp m o T
(9) f p— ='“’fo T f =

o 1—z¥ T langamw

On déduira encore des formules établies dans les vingt-neuviéme et
trentiéme Lecons

© =t dr m—1 [‘“ amn-2 d.l‘

J, G+ T n—m ) (+a)y
= (m—1)...3.2.1 ® dr  1vad.(m—i)x1.23. (n—m—r)
—"(n-m)...(n-3)(n-2) (1+z) 1.2.3...(p—1)
f” dy _212—3/"‘ dy _1.3.5...(2p—=3) [ dy _1.3.5...(2n—3) =«
sy U2 2n—a ) (11T 2.4.6 co(en—2) ) 14+9* 7 2.4.6...(2n—12) 2’

"
=
f s"e3ds —=1.2.3...n,
° :

©
1.2.3...n
~fl s P —
v f ste do —-— —*[l""‘" k4
]

s"e~2:(cosbs + 1 sinb::)dz._( _:_i) 3——>—,‘3’
a v—
se=%cosbsds = —l—m—g—m cos [( n +r1)arctang— ]

S~ o~

(aﬁ_‘_ b!) 2
® a
a3 o of = T ——
fo e eosbsds = praray
= . 1.2.3;
sfe~tsinbsds = ——n_‘_tsm (r +1)arclang -~ ]
¢ (a*+0°) T
* —a2 g = — b
~/0‘ e sinbsds = ;I?—W.
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Enfin, on tirera des formules établies dans la trente et uni¢me Legon,
1° en supposant n pair,

]

t]
[ sinfzdr = l_sTt_i(—n:L) i —f cos®z de,
<o . *

¥

f tangrzr dr =

n—1 n—3

: _T
+...$ + Z

ool

2° en supposantn impair,
= x
3 3 .
j‘ sintzde — 2.4.6...(n—1) =f cost z dz,
A 1.3.5...(n—2a)n A
T

&
f tang*x doe — - : —;.+...:
[}

-1

LR
N[ -

n—i n—3

W -

] -

Les méthodes d'intégration que nous avons indiquées fournissent
souvent les moyens de transformer une intégrale définic donnée en
une autre plus simple. Ainsi, par exemple, quelle que soit la fonc-
tion {(«), on tirera des formules établiesdans la vingt-septiéme Lecon

f r(x+a)dw~f_nr( )d:—f H(2)dz,
fo f(az)dz = f () de,

(lo) < ....... L T T T S

o
I
f ab—le—argyp — .z:F—‘e-" dz,
at A

f smawth _f smxdx’

.............................

Lorsque, dans une intégrale relative a la variable z, la fonetion
sous le signe/renferme une autre quantité y. dont la valeur est arbi-
traire, on peut considérer cette quantité § comme une nouvelle

variable, et I'intégrale elle-méme comme une fonction de . Parmi les.
OEuvresde C. — S.11, ¢, IV, 25
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fonctions de cette espéce, on doit remarquer celle que M. Legendre a
désignée par la lettre T, et qui, pour des valeurs. positives de ., se
trouve définic par I'équation

(rn) P(F)=£l<l é)p-‘dwzfozﬂ-‘e*’d:.

Cette fonction, dont Euler et M. Legendre se sont beaucoup occupés,
satisfait, en vertu de ce qui précéde, aux équations

51‘(1)::, F(a)=1, I(3)=1.2, ..., T(r)=1.2.3..:(n—1),
12 ®
(12) l f 5""6‘“"‘dz=r((ll':);
v ¢
o I"(n)cos(nz;rc!angg
f st-le~acosbsds = - 2z
[} 2 LR
(13) - (@ + 0%
e F(n)sin (n are tangé)
f st=te=esin bsds — ~ e/,
‘ (a*+ D)
N T(p). “zn-tdr T(m)T(rn—m)
gh-lgaigy — = '
(14) [ eeid pon | ((+a) T(n)

dans lesquelles n désigne un nombre entier, m un autre nombre en-
tier inférieur a n, et & un nombre quelconque.
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X TRENTE-TROISIEME LECON.

DIFRERENTIATION ET INTAGRATION SOUS LE SIGNE f . INTEGRATION DES PORMULES
DIFFERENTIELLES QUI RENFERMENT PLUSIBURS VARJABLES INDEPENDANTES,

.Soient @, y deux variables indépendantes, f(z,y) une fonction de
ces deux variables, et z,, X deux valeurs particuli¢res de z. On trou-
vera, en posant Ay =a«dy et employant les notations adoptées dans la
treiziéme Legon, '

X X * X b 4
A, f fl@,y)de= f [,y + dy) de — j; f(z, y)de = f A, f(x, y)dz,

puis, en divisant par «dy et faisant converger « vers la limite zéro,

d [~ ‘df(z,
(1) @f f(.r,y)d:c-:.f l%_ﬂdr.
On aura de méme
(2) diljf f(.z',y)d.z'.-_—f d-ffi—‘;fﬂdx.

I1 suit de ces formules que, pour différentier par rapport i y les inté-
X x
grales f S(z,y)dz, f S(z,y)dz, il suffit de différentier sous le

signe f la fonction f(x, y). Il en résulte encore que les équations
X
f Sz, y)dzr =3(y),

3) . [ “ e yyde=3(z,y),

f f(z,y)de =F(z,y)+ 2
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 entrainent toujours les suivantes :

E CALCUL INFINITESIMAL

‘dﬂmy) d¥(y)
j,: Tdy 4z = Tdy .
(4) f df(x 4129 4. df(;,y)
df(cv,)’) df(@'.)’)
f Fr R A
/‘ﬂﬂhﬂd_ﬂsw)
£R dy® dy
() A/”d"f(yw,r)d dn ‘f(m,y)
A f(2,9) 42" J(x.))
d},ls - d)’"

Exemples. — En dlfferentlant n foi
tité @ chacune des intégrales-

dx ® dr "
—— v ’ efardyp,
rr+a- J 2ita

on trouvera

1.2...ndzx

s de suite par rapport i la quan-

f ® e"’"'t dx’ f -1 g-ax dzr,
0 [

dr{ — arc tang
i) ..

a‘l*—l‘

—t T =
[ e e g
_I_’.l__!_l_d_."t — 7_‘. (\/‘z) (le——:)n-
‘”*“”"'2 R G
f _ 138 an—nm
(l-rx!)m-l ~T2.4.6...(an) . 2
it { =t o
[ omedn =TT v,
L] 2 .
.,[ xhe—ax dy :id}z")-l.:i;;l"’
f .z'l‘-*'"—lg—axdd.._p(#"") ([J--{-n—'-])r(!‘),

F(p+n)=

= (1)

g+ =) T(p).
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- Concevons, maintenant que.la fonction f(z,y) soit continue par
rapport aux deux variables = et y, toutes les fois que @ reste compris
entre les limites :z:,,, X, ety entre les limites Yor Y. 1l est aisé de voir
que, pour de semblables valeurs de et de y, la seconde des équa-
tions (3) entramera la suwante

fff(ac,y)dydw—f 5(w,y)dy~ff flz,y)dydz.

En effet, on tivera de la formule (2)

dyf‘/:f(w’})d-”dy——f f(a:,y)d.z,

puis, en multipliant les deux membres par dy ét les intégrant par
rapport & y,  partir de y = o, on retrouvera la formule (6). On aura

par suite . o
Llf(w,y)dzdy:f'f fa,y) dy dz,

f/f(a:,y)dzdy—ffj‘(.r,y)dyd.r

1l résulte des formules (6) et (7) que, pour intégrer par rapport ay,

et & partir de y =y,, les expressions f S(z,y) dz, f Sz, y)dz,

multipliées par la différentielle dy, il suffit d'intégrer sous le signe f
et & partir de y = y,, la fonction f(x, y) multipliée par cette méme
differentielle. , o
Souvent l'intégration sous le signe / fait connaitre les valeurs de
certaines intégrales définies, quoique I'on n’ait aucun moyen d'éva-
luer les intégrales indéfinies correspondantes. Ainsi, quoique I'on ne

s , . . . . aep rh— 2V dx
sache pas déterminer en fonction de z I'intégrale indéfinie —
P lx z

(7

(i, v étant deux quantités positives), néanmoins, comme on a géné-
ralement, pour des valeurs positives de .,

1
8 f bt gy — L
(8) - A & l""
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. on en conclut, en multipliant les deux membres par dy, puis inté-
grant par rapport & {x, & partir de p=v,

‘ot — 2 dx ! |
(9) _[ [ —;_l;'

Parmi les formules de ce genre, on doit remarquer encore celles que

nous allons établir.

Si 'on désigne par a, &, ¢ des quantités positives, une intégration
sous le signe f, relative & la quantité a, effectuée a partir de @ =c
et appliquée aux intégrales définies

| [nr“dm = 5‘;
(10) j;ne-“cosbxdx= ?{?,
\ /ome-“sin brdr = Pyl

produira les formules

I‘de =1%,

° &z [43

(r1) { I” ﬂ#cosbwdx:%l%——g,

[”gz—;f:fsinbwdx :ar.ctang%——arc tangg,

desquelles on tirera, en posant c = o et @ =,

4 & (] r o x 2

De plus, comme on a, pour des valeurs positives de & (voir la trente-

deuxiéme Legon),
I'(b)

gb—1e—3(14T) gfo —
“ c ——

et, par suite,
_‘?a__i_ —_— ._'_..fm xa;l e—x ~lr—1 —zd-
+azy T, FTermas,
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on en conclura, en supposant a et b positifs, ainsi que b — q,

» cga-tdr _ T(a) ”_'___a; _z'_;_l‘(a)r(b—a)_
@) arerTrm ), T E= "

2m 41

3

puis en faisant b =1, prenant pour ¢ un nombre de la forme

et ayant égard & I'équation I'(1) =1, on trouvera [voir la formule (8),
trente-deuxiéme Legon ]

vI‘(a-) l‘(l —a)= éinnan’

(14) ’ 3 o 1 =
[‘ 1V — , r _%_ — z—'t— ~3dz — -—mld 3
(K(Hr=n (f)=n —[ e ——f—‘e Z

Soient maintenant ¢(@,y), x(2,y) deux fonctions propres & véri-
fier I’équation

d@(ws.}') - dX('r:,y).
dy = dx

(15)

-Si I'on substitue successivement les deux membres de cette équation
i la place de f(z, y) dans la formule (6), on obtiendra la suivante :

.l y
(16) f [o(a ) = o(@yode = [1(2,5) = x(20y Ndy.
Xy Yo

Celle-ci subsiste toutes les fois que les fonctions @(z,y), x(z,y)
restent 'une et 'autre finies et continues par rapport aux variables 2
et y, entre les limites des intégrations.

Concevons & présent que I'on cherche une fonction de « propre &
vérifier ’équation

(17) du=q(z,y)dz+ y(z,y)dy

ou, ce qui revient au méme, les deux suivantes :

(18) g%:?(w:.}')’
(19) Z—; =x(zy y)-
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On ne pourra, évidemment, y parvenir que dans le.cas o la for- -

L
mule (15), dont chaque membre sera équivalent hi‘-‘,‘v—::—:-{‘? se trouvera

satisfaite. J'ajoute que, en supposant cette condition remplie, on
résoudra facilement la question proposée. En effet, soient x, et y,
des valeurs particuli¢res de x, y, et © une constante arbitraire. Pour

vérifier I'équation (18), il suffira de prendre
(20) u :f o(z, y)Ydz +v,

v désignant une fonction arbitraire de la variable y; et, comme on
tire de la formule (20) .
de _ (*do(z,y) de _ (Tdy(z,7) dv
Zyr—r' —a‘.},——dﬁﬂ'a;—-L —ax——'d.f'i-@
d
=x(27)— x(Z0, ¥)+ ‘—{30;’

il est clair qu'on vérifiera en outre I'équation (19) si I'on pose

d Y
(a1) d—;—x(wo,y):o, v:fx(wo.y)dy=f X(Zo y) dy + €.
Yo

Par conséquent, la valeur générale de « sera

_u:f q;(w,y)dx+fx(wa,y)d.}’
(22) Jr:' L4
=f @(z,y)dz + f x(z0 y)dy + .
g Yo

Lorsque, dans les équations précédentes, on échange entre elles les
variables z, y, on obtient une seconde valeur de « qui s’accorde évi-

demment avec la premiére, en vertu de la formule (16).
On intégrerait avec la méme facilité: la différentielle d’une fonction

de trois, quatre, ... variables indépendantes, et 'on prouverait, par
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exemple, que, si les conditions -

dy(z,y,3) __d(a,x,3)
ds - dy ’
(23) ! dq’(-z'»)’,-"-) :d?(m).Yy"'),

2 ds ,
( do(z,y,5) _dylx,y,3)
dy - dr

s¢ trouvent remplies, la valeur générale de u propre a vérifier équa-
tion

(24) du=g(x,y, 3) dz +y(2,y, 5)dy +Y(z,,5) ds
sera

. * y s
(23) « =f ¢(z,y, s)dz +f 2 Zor ¥, z)dy +f vy ¥o, 5)ds + €,
o Yo Jo

T Yor 5o désignant des valeurs particulieres des variables z, ¥ 3

OFuvres de C. — S. 11, t. V. 26
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TRENTE-QUATRIEME LECON.

COMPARAISON DES DELX BSPECKS D'INTEGRALES SIMPLES QUI RESULTENT DANS CERTAINS €AS
D'UNE INTEGRATION DOUBLE.

Concevons que I'équation (15) de la Lecon précédente soit vérifiée.
Si I’on intégre deux fois cette équation, savoir une fois par rapport a «
entre les limites z,, X, et une fois par rapport i y entre les limites y,, Y,
on trouvera

\ Y
m f [q(w,Y)*f.»(-v.yo)]dwzf [ (X ) = a(z0 y) dy.
vy Yo

Cette derniére formule établit une relation digne de remarque entre
les intégrales qu'elle renferme. Mais elle cesse d’étre exacte, lorsque
les fonctions p(x. y), (=, y) deviennent infinics pour un ou plusieurs
systémes de valeurs de x et de y compris entre les limites z = x,,
z=X, y=y,, y=Y. Imaginons d’abord que ces sysiémes se
réduisent & un seul, savoir = a, y = b. Dans ce cas particulier,
les expressions déduites par une intégration double des deux membres
de Ia formule (15) (trente-troisitme Lecon)) pourront différer 'unc de
I'autre. Mais clles redeviendront toujours égales, si dans le calcul ona
eu soin de remplacer chaque intégrale relative i 2 par sa valeur prin-
cipale. Cette observation suflit pour montrer de quelle maniére I'équa-
tion (1) devra étre modifiée. En effet, si 'on désigne par € un nombre
infiniment petit, on trouvera, dans ’hypothése admise,

a—E X
f [9(x,Y)—9(r, o)) dx +f fo(z,Y)—9(x,50)] dx
(2) &g a+E

A}
:f [£(X.7) = 7@ -+ & ¥) +1(@ — &) — x(w 1] dyi
Yo
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puis I'on en conclura, en faisant converger ¢ vers la limite zéro,
X o <
[t O —gt@ raldr= [ 110X ) = rzn 1y -

la valeur de A étant déterminée par la formule
A
(4) p=limf [y(a+ey)—yla—ey)dy.
Yo
Dans le cas général, A sera la somme de plusieurs termes semblables
au second membre de I'équation (4).

Exemple. — Si I'on pose

=Y &
o{z, y)= Py wx, )= oy
Ly= —1, X=1,
Yo=—1, Y =1,

les équations (3) et (4) donneront

1 1
f—gdf:f Zd"',-A, —hmf 22 ’,
gy 12 1Y il ol 3
11 est facile de voir que les fonctions ¢ (=, y), y(z,y) vérifieront
Péquation (15) de la trente-troisiéme Legon, sil'on a

9(z,y)de 4+ y(x, y) dy = f(u) du
ct, par suite,

d
(3) oz, y) = () ;{%* 7.(-%}’):'](«)%,

u désignant une fonction quelconque des variables z, y.

11 est encore facile de s’assurer que les formules (1) et (3) sub-
sistent sous les conditions énoncées, dans le cas méme oli les fone-
tions 9(z,y), y(x,y) deviennent imaginaires. Concevons, par
exemple, que, la fonction f(x) étant algébrique, on pose

u=r+yy—i.



20+ RESUME DES LECONS SUR LE CALCUL INFINITESIMAL.

On tirera des équations”(5)
n D =/e VI e,y =V (o yy ),

et de la formule (3)

‘j'x[f(z--f-Y\/:—:)——f(.r+)’o\/:-_l)]d"’
(6) v *
=VT [ X4 VD) = St v dy —a.

Dans cette derniére, A s’évanouira si la fonction /(2 +yV—1) reste
linie et continue pour toutes les valeurs de et de Y comprises entre
les limites 2 =z,, =X, y =Y¥s Y = Y. Mais, si, entre ces mémes
limites, la fonction f(z + y V=1) devient infinie pour le systéme de
valeurs & =a, y = b, alors la valeur de A sera donnée par P'équa-
tion (4); ct, si I'on fait, pour abréger,

(a: —a—b\/-————;)f(.r) zj(.r),

— - - b‘“‘yn __Y""[l
J’—-b'{‘-EU, oo—‘—'-—s—l 2= .

?

o

on trouvera

!

' A:\/:-—ulimf-v[f(a—i-e—h_y\/:) —f(a—e—s—y\/——_l)]dy

(%) Z\/-Tllim/‘z‘j[a-"e"'(['""“)‘/_—’]
A ! 143y =1

_ﬂa-—'s+(b+e:)\/:_|”d:

—1+ 3/ o

Soient maintenant

) Hlat+et (b+es)y i) _Fla—ct b+ eny=i] =w(e) +\'— 1d(e),

(9 145y —1 i+ ay—=1
(10) M s zp(e)—e-q,(o) =5,

w(e), Y(e) et par suite «, B étant des quantités réclles. Supposons
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d'ailleurs que Y surpasse y, et que les ‘fonctions §(@ +yy=1),
F (@ + yy—1) restent finies ct continues par rapport aux variables
et y entre les limites @, X, y,, Y. Comme on aura, en vertu de la
formule (g),

() +V—1{(e)=F[a+e+ (b +es)W—1] —Fa—ec+ (b+e3)y=1]
=F(a+e+yV=1)—F(a—c+yy=1), '

il est claiv que les valeurs numériques des quantités w'(e), ¢'(c)
resteront toujours tres petites aussi bien que eelles des deux quan-
tités a, B dont chacune peut étre présentée sous la forme o'(0¢) ou
'(0e), 0 désignant un nombre inférieur & I'unité. Cela posé, on
trouvera |

lim [Ze(a+ﬁJ:7)dz :Iil))f‘(a+ﬁ\/:)dy:q,

2

z z
limf [(e) + V=T g(e)] ds :f [&(0) + V=T Y(0)] ds,

7

puis, en faisant f = #(a + by —1) =lime fla+ by =1 +¢),
(11) A:\/:—:f'[m(o)-i—\/:xp(p)]d::af\/——sfw%:znl'\/—l.

Si T'on avait y,=& ou Y = b, lintégrale relative 3 = dans la for-
mule (11) ne devrait plus étre prise qu'entre les limites z = o,
== ou bien entre les limites s = — =, =0, et par suile la -
valeur de A se réduirait & =fy/= 1. Dans la méme hypothese, le pre-
mier membre de équation (G) serait la valeur principale d'une inté-
grale indéterminée. I1 est encore essenticl d'observer que @ + by — 1
représente une racine de I'équation

(12) J(z)y==%1=.

Si cette équation admettait plusicurs racines dans lesquelles les
parties fussent comprises entre les limites a,, X, ¢t les coeflicients
de v— 1 entre les limites y,, Y: alors, en désignant par z,,z,, ...,
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x,, ces mémes racines et par f, f,, ..., f, les véritables valeurs que
regoivent les produits’

(z—2)f(z), (Z=2)[(2), ... (22— xu)f(2)
tandis que leurs premiers facteurs s’évanouissent, on trouverait
(13) . A=an(fi+fy+. ..+ V=1,

Ajoutons que chacun des termes f,, f,, ..., f, doit étre réduit &
moitié toutes les fois que, dans la racine correspondante, le coef-
ficient de y'— 1 coincide avec 'une des limites y,. Y.

Lorsque la fonction f(@ 4y y— 1) s’évanouit : 1° pour z = % =,
quel que soit y; 2° pour y = =, quel que soit x, alors, en prenant
o= — 0, X = -+ », ¥,= 0, Y =, on tire d¢ la formule (6)

(14) f F(x)dx = A.
Lorsque la fonction f(x) se présente sous la forme %(({’)3 et q‘ue

ceux des termes f,, f;, ..., fn, qui nc s’évanouissent pas corres-
pondent tous & des racines de I'équation

(15) F(z)=o,

P’expression A peut évidemment s’écrire comme il suit :

; — f(2) EN) LEYE W
(16) A‘“”“[F—-’(w,) + Flz) +"'—'_F'(w,,,)] V=1,

et 'équation (14) devient

- © f(l‘) . f(.‘l‘.) r(xi) f(l‘,,,)]
) ﬁ.,F(:v)d”"’”'[l-"(r.) Y@ T P T

Dans le second membre de celle-ci, on doit sculement admettre les
racines réelles de I'équation (15) avec les racines imaginaires dans
lesquelles le coeflicient de V—1est positif, en ayant soin de réduire

i moitié tous les termes qui correspondent i des racines réelles. Cela
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posé, on trouvera, pour F(z) =1+ 2% x,= V—1,

(8) ‘ f - 'f_(:l,d.z:,znf(\/:),
et, pour F(x) =1, o= — 1, @ =+ 1,
(19) f f( 2 L3 (S () [V

Cette derniére formule donne simplement la valeur principale de I'in-
tégrale qu’elle renferme.

Ezemples. — Soit i un nombre compris entre o et 2. Si I'on pose

f(z) =(—2y—1)*",
I’expression imaginaire
f(z +yy=)=(y—a/=0)""

conservera une valeur unique et déterminée tant que y restera posi-
tive (voir I' Analyse algebrique, Chap. VII) (*), et Uon tirera des for-
mules (18) et (19)

(f_f—“f"“ do=[(—v= = (=,

t 4 at
(20) {
zt-tdz f at—tdr T
f I , 1+at T o2sin(g pr)’
— T — e e
I ‘————”f‘i =M o= TR+ (Vi
(a1) o
*gbVdr _ mcos(zpR) __ T .
_[ 1—a2*  2sin(fpn) T 2tang(3pm)

Si, dans la derniére des équations (20) et la derniére des équa-
tions (21), 'on remplace =* par 5 et . par 24, on reproduira les
formules (8) et (g) de la trente-deuxiéme Lecon, qui s¢ trouveront
ainsi démontrées, avec la premitre des équations (14) de la trente-
troisiéme, pour toutes les valeurs de @ comprises entre les limites o

et I.

(V) OFEuvres de Cauchy, S. 11, T. Ilf, p. 153.

e QR
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'

TRENTE-CINQUIEME LECON.

DIFFERENTIBLLE D'UNE INTEGRALE DEFINIE PAR RAPPORT A UNE VARIABLE COMPRISE
DANS LA FONCTION SOUS LE SIGNE /: ET DANS LES LIMITES DE L'INTEGRATION,
INTRGRALES DRS DIVERS ORDRES POCR LES PONGTIONS D'UNE SEULR VARIABLE.

Soit
z
(r) ’ A:l[ J(z,3)ds

une intégrale définie relative a z. Si, dans cetic intégrale, on fait
varier séparément, et indépendamment I'une de I'autre, les trois
quantités Z, z,, x, on trouvera, en vertu des formules (5) (vingt-
sixieme Lecon ), ct de la formule (2) (trente-troisieme Legon),

A . o dA . dA_ [rdf(as)
(2) o =Sl L) a5, ==f(®,3%) o= -L — s,
Par suite, si les deux quantités s,, Z deviennent fonctions de la
variable z, on aura, en considérant A comme une fonction de cette
seule variable, '
, dA _ (tdf(z,3) , | dz, . d3
(3) =), Tdz @5 + f(@,2) 7= — S (2 50)
Dans le cas particulier ot =, s¢ réduit & une constante, et f(x, Z) i
zéro, on a simplement

. d o (df(x,35)
) ;—,;f f(w,«)do—-f:. an2) g,

Exzemple. — Soicnt z, = 2, (2, désignant une valeur parliculiere
et constante de z), Z =z, et f(x,5) = (x — 5)™ f(5); on obtiendra
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1a formule -

d X i €
(5) ;2;‘/; (1!~z)”'f(s)dz:m£ (2 — )" f(5) ds,

de laquelle on conclura

(6) /r‘r‘/lj(.z--—z)”"‘f(z)d:dz;%[I(x—z)'"j(:.)dz
ot .

.(7) flx(w—z)'"—‘f(z)dz dr= %‘/r:x(m——z)'nf(s)dz + 2,

+

2 étant une constante arbitraire. Si m se réduit a I'unité, la for-
mule (6) donnera

® [Lf( )d«dm_f (2 — ) f(3) ds.

Il est maintenant facile de résoudre la question suivante :

ProsLiMe. — Trouver la valeur genérale de y propre i vérsfier I'équa-
tion

dr
(9) x{ =/(@).

Solutior2. — Comme on peut metire Péquation (g) sous la forme

d(d" ) = f(z) dz,

dx!

on en conclura, en intégrant les deux membres par rapport & x,

Z:;- —ff(w)m—f f(@)dz+2

ou, ce qui revient au méme,

(10) o —f f3)ds + .

En intégrant de nouveau, et plusieurs fois de suite, par rapport & la
OEuvres de C. — S. 1, t. 1V, 27
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variable z, ‘entre les limites @,. x, ayant égard aux formules (6)
et (8), puis ajoutant au résultat de chaque intégration une nouvelle
constante arbitraire, on trouvera successivement

i g%;_'—z=fr(a;—z)f(z)ds+3(¢~wo)+@1,
() (e SURTTSTTRRS SUTUURRR .

et enfin
B Clend) i (x zy)!
= 5 /=) ds + 2=
(12) L 1.2.3...(r —1) fn—1)
- (z— )2 (w—w)"‘"’ - _
+V'1.2...(/:—2) 1o (,lo__3)+---+vn-z(w Zo) +Cpoys

@, Sy ©gy .-y S Gtant les diverses constantes arbitraires. 11
importe d’observer que I'intégrale définie comprise dans le second
membre de I'équation (12) peut étre aisément transformée & laide
de la formule (17) (vingt-deuxitme Legon). En effet, si dans cette
formule on remplace & par s, et X par x, onen tirera '

Xm iy X =1,

(13) ff( yas= [ flao+s)ds=[  fle—s)ds

et, par suite,

"”'"‘0)" —t = r'(-”"xo
;f 1.2.3...(r—1) f( )d"_f 1.2.3...(n—1) f($°+")d"

X —Xq "__’

o= l)f(a: —z) ds.

0

Si Pon prenait, pour plus de simplicité, z,= o, la valeur de y,
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donnée par I'équation (12), se réduirait &

w—-z) U an-t
_f 1.2.3...(n— j(")d""-vx.z...(n—-—l)
(15) \
‘zln ‘zw'l—'a

[=)
% +e’1.2...(n—-3)

e Cp T+ C,ym
1.2...(n—2) et Cae —ash

et la formule (14) deviendrait

W [ = peds [ g e 5.

1.2.3

Lorsqu’on se sert d’intégrales indéfinies, et que I'on se contente
d’indiquer les intégrations successives, les valeurs des fonctions

dn—iy d”"’_}' d”"""y
dzi=1’  Jggn-1'  gpn-3’

vesy J’)

tirées de ’équation (g), se présentent sous la forme

/f(‘l‘)d-l‘r f-ff(.z)da:.d.r, f.f.ff(w)dx.dx.dw, cens
f.f.f...ff(x)d.t...d.z;.dx.dx.

Ces dernieres expressions sont ce que nous appellerons des intégrales
du premier, du second, du troisiéme, ... ordre, et enfin de I'ordre n,
relativement a la variable . Pour abréger, nous les désignerons doré-
navant par les notations

(17) ff(w)dr, f/f(a:)d.z:’, ff flzyd=, ..., f .o fl&) dz,

auxquelles nous substituerons les suivantes

. S£rf(x)dm’ fr.rf:f,(z)dxﬂ, f:fr.rfr.rf(x)dxa,
( LILI...f(x)dza,

guand nous supposerons chaque intégration relative & = effectuée
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entre les limites #,, . Cela posé, on aura évidemment

L."lzj-...f(:z)dw" fn - 27“:;—"(): - )/‘( 3)ds '

w""f 3 f(s)ds
To

= T (n_')[:zr""jr:f( )d"~

Ny e

1.2

L

ou, ce qui revient au méme,

| [ s

{20) ?

-t [x_
1.2, — 1)

On peut vérifier directement la formule (20), a Paide de plusieurs
intégrations par parties.

Soit maintenant F(z) une valeur particuliére y propre a vérifier
I’équation (g), en sorte qu'on ait

(] (3

(21) . F(2) = f(x).

Si la fonction F(x) et ses dérivées successives, jusqu'a celle de
I’ordre », restent continues entre les limites x,, z, alors, en posant
x = x, dans les formules (10), (11) et (12), on trouvera

& — F-1 (-l'o), el — F(n—:)(xo)' 3:= F""‘“(:I‘n),

LR 4 en—zzF'(‘To): . en-t:F('ro)v

e |
et la formule (12) donnera

‘ F(x)y=F(x,)+ t&F‘(wo) ..
(23) ? '

1.2, Il

+(_1:—-_.r9_) l)p(n—t;(wo),,_L .l_(__‘z_'__?’_:'_)_f( Yds.

1

" De cette derniére, combinée avec I'équation (1g), on déduit la sui-

‘2fx.z"j(.-z')dx—...ifrm""f(m)d.r].

W
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vante

(24)
(.’L’ wo) l!”( )___ (x—'zo) F"—l(zo),

3 f f o f@)dar=F(2) — F(ze) — Tt (@)

1.2 —123 (n—-l)

~ qui renferme, comme cas particulier, la formule (17) de la vingt-
sixieme Lecon. Lorsqu'on suppose @, = o, I'équation (24) se réduita

! frfr...f(x)dw":F(x)——F(o) ~2p(o)

z* ., x®t a—
‘ — ) — = gy P (o)
Exemple. — Soit F(x) = €”; on aura
J(z) =FeN(z)=¢
et, par conséquent,
* 't_ " 2z a2 it
e dat = el T T T a3 (=)

[ o

0 _(z—z)t
xr— 2 n—~1
—f 1.2.3.. (n--[) “d:“t'
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TRENTE-SIXIEME LECON.

TRANSFORMATION DE FONCTIONS QUELCONQUES DB 22 OU DE & —+ fo BN PONCTIONS ENTIBRES
DE « OU DE A AUXQUELLES 8'AJOUTENT DES INTRGRALES DEFINIES. EXPRRSSIONS

BQUIVALENTES A CES MBMES INTRGRALES.

Si, dans I'équation (23) de la Legon précédente, on remplace /(5)
par sa valeur F)(3), tirée de la formule (21), on trouvera, sous les

mémes conditions,

F(z) = F(zo) + T2 Fay) + (——;—’-;‘i‘lf F(25) +..

(1)

‘”—f‘;) F(»-'>(xo)+ﬁ,2§“”)" 5 P (3) s,

puis,-en posant &, = o,

5 F()=F(o)+ < F'(o)+—’i F/(o)+. ..

(=)

(n—t) (
T ase—y r.2. F (o)+f 1.2.3..(n—1) An— Fu)( )ds.

(2)
|

Si 'on fait dans celle-ci F(z) = f(x + %), et qu'ensuite on échangé
entre elles les deux lettres = et 4, on obtiendra I'équation

\f(w4- W =s=)+ L)+ 2 ey -

hn—t At}
3) : *TEeTn [l ()

' (,l—a) »
H +f 1.2.3...(n—1) (u f( Wz +z)dz,
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_dans laquelle le dernier terme du .second membre peut étre présenté
sous plusieurs formes différentes, puisqu’on a, en vertu des for-
mules (14) et (19) de la trente-cinquiéme Lecon,

h
I-_zn—l .
[ /e s

2 nn—1)

r+h
= Ereee

,_f f f(u)(w+,)d

L'équation (3) suppose que les fonetions f(x + 5), f'(z+ 3), .
JS®(z + 5) restent continues entre les limites s=o0, s =4. On
pourrait la déduire immédiatement de la formule (1) en prenant
x =, + h, puis remplacant , par 2 et F par /. Seulement le der-
nier terme du second membre serait alors la troisieme des intégrales
comprises dans la formule (4).

Au reste, on peut démontrer directement I'équation (3) al’ alde de
plusieurs intégrations par parties, en opérant & peu prés comme I'a
fait M. de Prony dans un Mémoire publié en 1805. En effet, si, dans
la formule (13) de la Legon précédente, on remplace d’abord z par
x,+ k et ensuite «, par z, on en tirera

4 zu—l
| =fo /e + h—3)ds
) {

' A &
(5) ff(w—l—z)dz::f J(x+h—3)ds.
N ] []
On aura donc, en conséquence,

6) Jf(z+h)—f(@)= ff(x+,,)ds-f iz +h— 5)ds.
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Diailleurs, en mtégrant par parties plusieurs fois de suite, on trouve

ff’('r+/c—-q)da
—f(.t-l-lt—..)-&-—f =Sz h—3)ds

:?f’(.z'+lz—z)+mf’(w—|—h—z) +f%f"’(x+h—z)ds

(7) v = P R B R R R R
?f(.z‘—‘—lz—-.,)+—f”(.z'+h—..)+
gt
- I————T;{-:l—)‘f(“-“(.l'-l- Il-—'S)

"”f. — (n_l)f""(.r+h——~)d.,,

puis, en supposant que chaque intégration soit effectuée entre les
limites = = o, 5 =&, et que les fonctions f(x + ), f'(x + z),
S®(x + 5) restent continues entre ces mémes limites,

. h 2
f j'(x+/¢—-.,)d.,_—f’(x)+-l-lt—2-f”(.t)+...

hll—l
(8) § S e e A C)

4 sn—t
-e—f TS T (nﬁl)f‘"’(x—l—lz——z)dz.
, 1.2.3...

Cela posé, on déduira évidemment de la formule (6) une équation
qui s’accordera, en vertu de la formule (4), avec I'équation (3). La
méme méthode pourrait encore servir i établir directement I'équa-
tion (2).

Non sculement les intégrales renfermées dans les seconds membres
des formules (2) et (3) peuvent étre remplacées par plusieurs autres
semblables & celles que comprend la formule (4), mais on doit encore
conclure de I'équation (13) (vingt-troisitme Lecon) qu’elles sont
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équivalentes & deux produits de la-forme

i

L opw (.2'—3)"4 an
(@ - Fen) [ ds F) (02),
9 )o 1.3.3...(n—1) 1.2.3...n (‘ )

(10) St + Bh) f B (k) Gk R P TP T
, 2.3, (n—1) 1.2.3...n >

0 désignant un nombre inconnu qui peut varier d’un produit a 'autre
en restant toujours inférieur & 'unité. On aura par suite

‘F(w) :F(o)+-‘?.F’(o)+ft—%F'(o)+...
(11) « ' )
& n—1)¢ z" Man
( + 1.2.3..‘(11——1)1“( “(0)+T.2.3...nw '(62),
! h ., o,
(12) «
( + __ﬂ_'_f(u—n(x) 4 _ﬁ'i___fuu(z_,.gh)
1.2.3...(rn—1) 1.2.3...n )

Il est essentiel d’observer que la fonction F(x), avec ses dérivées
successives, doit rester continue, dans la formule (11), entre les
limites o, , et la fonction f(x + z), avec ses dérivées successives,
dans la formule (12), entre les limitesz =0, 5 =4,

Soit maintenant u = f(x, y, s, ...) une fonction de plusieurs
variables indépendantes z, y, s, ..., et faisons

(13) F(a) =f(z + adz,y + 2dy,s + ads, ...).

On tirera de la formule (11), en y remplagant = par «, puis ayant
égard aux principes établis dans la quatorzi¢me Lecon,
‘j(x-{- adz,y +ady,s+ads, ...)
:u+gdu+id,’u+...
(14) ‘ 1 1.2
( ar—t ot

—_— -1 — Ftn
+1‘.2...(u——1)dn “+|.2.3...nF '(%).

OEuvresde €. — S. 11, L. IV. 28



Si la quantité « devient infiniment petite, il en sera de méme de la
différence , -

- Fin(gar) — Firi(o) -ou F)(Gae) — d? e,
et, en désignant par § cette différence, on trouvera

‘f(x-i-ad.z',y—i—azd_y,:-l—adz, o)

o at
" =+ —-de+ —dtu-t...
(1d) +l + 1.2 +
Cognet o i
- —dn-t e (AR .
+r.2...(n—-1) u+x.2.3...n( u+p)

Quand les variables indépendantes se réduisent 2 une seule variable z,
alors, en posant y = f(x), on obtient la formule
/ @ P
J(x+adr)y=y+ Td-7+ T—;d—y«:-...

(l6) "1 n
a ar=y + ad (dey +B).

+ ——— —
1 .2.3...(n—1) 1.2.3...n

Concevons a présent que, pour une valeur particuliére z, attribuée
~ a la variable 2, la fonction f(z) et ses dérivées successives jusqu’a
celle de I'ordre 2z — 1 s’évanouissent. Dans ce cas, on tirera de la for-
mule (12)

he
(l7) f(l’o—l.'h): mf(")(fu+ eh);
puis, cn substituant a la quantité finie 4 une quantité infiniment

petite désignée par I,
& n
(18) J(@+ i) = e fi 2+ 60,

Lorsque, parmi les fonctions /(). f'(®), ..., f®*(x), la premiére
est la seule qui ne s’évanouisse pas pour = = x,, I'équation (18) doit
étre évidemment remplacée par la suivante :

(19) f(xo+i)—f(.r.,):l—:%;__;;fw(x.,+ 9¢).
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Si, dans la méme hypothése, on écrit  au lieu de z,, et si I'on poge
fE)y=y, Ar=i=uah

.

I'équation (rg) prendra la forme

(20) Ay = 55— (" +6)

B désignant aussi bien que « une quantité infiniment petite. On pour-
rait encore déduire de la formule (20) de I'équation (16), en obser-
vant que la valeur attribuée & « fait évanouir les différentielles dy,
d®y, ..., d"'y, en méme temps que les fonctions dérivées S (z),
L@ e [ ), |
L'équation (20) fournit les moyens de résoudre le quatriéme pro-
bleme de la sixieme Lecon, dans plusieurs cas ol la méthode que
nous avions proposée est insuffisante. En effet, supposons que, y et =
désignant deux fonctions de la variable «, la valeur particuliere =,

. ' N . " . N (4]
attribuée a cette variable réduise i la forme S» non seulement la

s 3 . . zl zl! z(‘"’"”
fraction s = 7’ mais encore les suivantes 7 e Alors,

en faisant Az = ¢ d, et désignant par f, y deux quantités infiniment

petites, on aura pour z = &,
ar )
(21) ‘A)'—‘.z.&”m(d"y—r—,ﬁ),
21 {
_ alﬂ "
( s = 1.2.3...m(d 'S+ 1),

Z+A}’ T éf _ 'm dms ,|_./ _ d"hz _ gtnt)
A)’ any —i'p = dm y - 5,(_1'175

(22) S:hm.}’—f-ll]

Ezemple. — On aura pour x = o

sintz_ d*(sin*x) _ 2(coslz—sin’x) |
r—cosz  d(1—cosx) €osz -
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TRENTE-SEPTIEME LECON.

TREOARMES DE TAYLOR ET DE MACLAURIN. EXTENSION DE CES THEOREMES AUX FONCTIONS
DE’ PLUSIEURS VARIABLES. !

On appelle série une suite indéfinie de termes
(1) . Uoy, gy Uy ooy Upgy ooy

qgui dérivent les uns des autres suivant une loi connue. Soit
Sp=lUg+ Uy gt ... Up_y

la somme des » premiers termes, » désignant un nombre entier quel-
conque. Si, pour des valeurs de n toujours croissantes, la somme s,
s’approche indéfiniment d'une certaine limite s, la série sera dite cor-
vergente, et la limite s représentée par la notation

Ug+ Uy g+ Uz +. ..

s’appellera la somme de la série. Si, au contraire, tandis que r croit
indéfiniment, la somme s, ne s’approche d’aucune limite fixe, la série
sera divergente, et n’aura plus de somme. Dans I'un et I'autre cas, le
terme correspondant & I'indice n, savoir u,, se nomme le terme géneral.
De plus, si dans la premiére hypothése on fait s — s,=r,, r, sera
ce qu'on nomme le reste de la série, & partir du nitwe terme.

Ces définitions étant admises, il résulte évidemment des for-
mules (2) et (3) de la trente-sixieme Lecon que les séries

s ’
1.2.3F(°)’ T

I I ]
(3) S@h L), ), e o,

N 2
(2) Flo). TF(o) =F(o),
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seront convergentes, et auront pour sommes respectives les deux fone-
tions F(2), f(x + &), toutes les fois que les deux intégrales

) (.‘L‘—-—z)"—' n | - an I
("4) l m[“( )(VZ)dv—mF(!)(ox)’

P . ) ‘
(h— z)»—t " o je "
) [ 1.2.3...(:;-;)f (#+3)ds= c——0 fU(x + OR)
_convergeront, pour des valeurs croissantes de », vers la limite zéro.

On frouvera, en conséquence,

I i zﬂ i} a:‘s L
(6) F(x):F(o)+;F(o)+EF(o)+mF(o)+...,
si l’expressi(;n (4) s’évanouit par des valeurs infinies de n, et
(7) f(x-l-lz)_—_j(x)—k?,f’(a:)-a- [—_/gf”(.r)+:%f‘”(x)+...,

si P'expression (5) satisfait & la méme condition. Les formules (6)
et (7) renferment les théoremes de Maclaurin et de Taylor. Elles
servent, quand les intégrales (4) et (5) remplissent les conditions
prescrites, & développer les deux fonctions F(z) et f(@ + %) en séries
ordonnées suivant les puissances ascendantes et entidres des quan-
tités « et 4. Les restes de ces séries sont précisément les deux inté-
grales dont nous venons de parler. ‘

Supposons maintenant que I'on désigne par u= f(=z, ¥,z ...)
une fonction de plusieurs variables indépendantes, et qu'aux équa-
tions (2) et (3) de la Legon précédente on substitue I'équation (14).
On conclura de cette derniére

‘f(.z'+azd.r,y+ozdy‘,z+ozdz,. )
(8) y

a
1.2

o a? 3
( —u+ —due+ —die + mdie ...,
\ 1 1.3 .3

toutes les fois que le terme E.E?TEF‘"’(Q“)' ou plutot Iintégrale
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que ce terme représente, et que I'on peut écrire sous la forme
@ . » .
' o (=)t .
(9) [ 72.3...(1{——-1)1?( "(v)dv,

s’évanouira pour des valeurs infinies de ». On trouvera par suite, en
posant o =1, '

d 2 3
(10) f(.z--t-d.z;,y-i-dy.z+dz,v...):u+——:—‘+?—: ’da.u;‘_._”.’

pourvu que l'intégrale

1 .
(x1) _ f (l_:_‘_l_.i_’_jp(n)(‘,)d

1.2.3...(n

vérifie la condition énoncée. Quand les variables indépendantes , y,
5, ... se réduisent & la seule variable x, I'équation (10) devient

g de d*e  du
(12) f(w+dm)_u+T+m+m+....

Celle-ci coincide avec I’équation (7), c’est-a-dire avec la formule de
Taylor. En y remplacant  par zéro et da par @, on retrouverait le
théoreme de Maclaurin. Ajoutons que P'équation (10), et celle qu'on
en déduit lorsqu’on y remplace z, y, s, ... par zéro, puis dz, dy,
ds, ... parz, y, 5, ... fournissent le moyen d‘étendre les théoremes
de Taylor et de Maclaurin aux fonctions de plusieurs variables. Remar-
quons enfin que les équations (6), (8), (10), (12) coincident avec les
équations (4), (6), (7). (8) de la dix-neuvieme Lecon, dans le cas
ou F(z) et f(x) représentent des fonctions entiéres du degré ».

Comme, en vertu de la formule (1g) (vingt-deuxiéme Leg¢on), Vin-
tégrale (4) est équivalente 3 un produit de la forme

_ (.‘27 —_— 9.2')"_‘

(13) 1.2.3...(n—1)

F("’(e.l‘),

8 désignant un nombre inférieur a I'unité, il est clair que des valeurs
infinies de » feront évanouir cette intégrale, si elles réduisent 4 zéro
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la fonction

(w— ;;)n—-l .

(t4) l.2.3...(n—1)Fm(5)

pour toutes les valeurs de = renfermées entre les limites o et . Cette
derniére condition sera évidemment remplie, si la valeur numérique -
de expression F®(02) supposée réelle, ou le module de la méme
expression supposée imaginaire, ne croit pas indéfiniment, pendant
que 7 augmente. En effet, puisque la quantité ,.

m(p—m)= (g)g- ('—; — m)z

croit avec le nombre m entre les limitesm =1, m = g, et que I'on a
par suite
n-1i
(n—1n<a(rn—2)<3(n—3)<..., 1.2.3...(r—0)>(n—1)t,

on peut affirmer que la valeur numérique ou le module de I'expres-
sion (14) restera toujours inférieur a la valeur numérique ou au mo-
dule du produit

(15) (\Z’“_")"_'F(m(a). '

Or ce produit deviendra nul, dans I'hypothése admise, pour 2 = <.

Exemples. — Si I'on prend pour valeurs successives de la fonc-

tion F(2)
e*, sinx, cosz,

on trouvera pour les valeurs correspondantes de F"/(9z)
8%, sin (%E + Gx), cos (9; -+ 01).

Comme ces derniéres quantités restent finies, quel que soit x, tandis
que ~ augmente, on doit en conclure que le théoréme de Maclaurin
est toujours applicable aux trois fonctions proposées. On aura, en
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conséquence, pour des valeurs quelconques de & et pour des valeurs

poaltlves de A,

(16) ez——l—l- +Z .

a

1.2

N

. . z . (n e
(17) sinz —sin(o) +T sm(;) +~'£—2 sm(

(18) coszxr=— cos(o) +— cos(

¢

3 2 2 3 3
z ., A°'—¢e”'*——:+wlA 4 ZA) +204) +
1.2.3 1.2 1.2.3
an\ . 2 ., /3% z = a’ x®
?) T3t (_E_)'-h"~ T T3t Ta353
2 th—t-’za os?m)+ =1 £+~£i———
+ 120085 TTadt\ )= 1.2.3.4

Lorsque la fonction F®(0x) devient infinie pour des valeurs infi-
nies de , 'expression (14) peut encore converger vers la limite zéro.
C'est ce qui arrivera, par cxemple, si 'on prend F(z) = 1(1 + x), et
si en méme temps on attribue a  une valeur numérique plus petite
que 'unité. En effet, on trouvera dans ce cas, en supposant z = Ba:,

V<1, 22 <1,
A VRS
O et

. 1 —
et, comme la fraction g

n—

1)

F(s)==+

)

2y

‘z.u—'t

1— 8

(1

+ 3)*

1—96

¢

sera évidemment inférieure a Punité, il

+ Gz

)

est elair que 'expression (19) s’évanouira pour n = . On trouvera,
en conséquence, pour toutes les valeurs de « compmses entre les
limites — ret +1,

{20)

Hi+ 2) =-

Zz
1

xr?
2

xS
+?—-

&8
+

TTesay
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TRENTE-HUITIEME LECON.

REGLES SUR LA CONVERGENCR DES SERIES. APPLICATION DE CES RRGLES
A LA SERIE DE MACLAURIN.

Les équations (6) et (7) (trente-septidme Lecon) ne pouvant sub-
sister que dans le cas oii les séries (2) et (3) sont convergentes, il
importe de fixer les conditions de la convergence des séries. Tel est
I'objet dont nous allons nous occuper. '

L’une d.es séries les plus simples est la progression géométrique

(1) a, ax, ax? a2 ...,
-

qui a pour terme général az". Or la somme de ses » premiers termes,

savoir S _
I—a2" a az"

a(i+z+2*+. ..+ 2" ) =a = —_
}—2 1—2 12

convergera évidemment, pour des valeurs croissantes de n, vers la
’ a . I . .
limite fixe 15’ Si la valeur numérique de la variable 2 supposte

réelle, ou le module de la méme variable supposée imaginaire, est un
nombre inférieur & I'unité, tandis que, dans le cas contraire, cette
somme cessera de converger vers une semblable limite. La série (1)
sera donc toujours convergente dans le premier cas et toujours diver-
gente dans le second. Cette conclusion subsiste lors méme que le fac-
teur a devient imaginaire.

Considérons maintenant la série

(2) oy Uy, Ug, Uy, ..., Up,

composée de termes quelconques réels ou imaginaires. Pour décider
OFuyres de C. — S. I, t. 1V. 29
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si elle est convergente ou divergente, on n'aura nullement besoin
d’examiner ses premiers termes, que I'on pourra méme supprimer de
maniere 3 remplacer cette série par la suivante

(3) Umy Umity Umagy <0 o»

m désignant un nombre aussi grand que I'on voudra. Soit d’ailleurs
P la valeur numérique ou le module du terme général u,; il est clair
que la série (3) sera convergente si les modules de ses différents

termes, savoir
(4) Pms Pmsts Pmags ooy

s C et ’ .
forment & leur tour une série convergente, et qu'elle deviendra
divergente si p, ne décroit pas indéfiniment pour des valeurs crois-
santes de n. Cela posé, on établira facilement les deux théorémes qui

suivent.

TueortMe I. — Cherchez la limite ou les limites vers lesquelles con-
1

verge, landis que r croit indefiniment, I'expression (p,)"; et soit A la
plus grande de ces limites. La série (2) sera convergente, sil'on a A< 1;
divergente, st lona ) > 1.

Démonstration. — Supposons d’abord A <1, et choisissons arbi-
trairement entre les deux nombres 1 et A un troisitme nombre ",
en sorte qu'on ait A< g < 1; @ venant i croitre au dela de toute

limite assignable, les plus grandes valeurs de (p,,)’l' ne pourront s’ap-
procher indéfiniment de Ia limite A sans finir par étre constamment
inférieures a . Par suite, il sera possible d'attribuer au nombre
entier m une valeur assez considérable pour que, » devenant égal
ou supérieur a m, on ait constamment ( p,,)%< by < 1. Alors les
termes de la série (4) seront des nombres inférieurs aux termes cor-
respondants de la progression géométrique

(5) Pm, Pm-o-!, Fm-;-z’ vl

et, comme cette derniére sera convergente (a cause de p<C1), on
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devra en dire autant de lasérie (4) et, par conscquent, de lasérie (2).
* Supposons en second lieu A > 1, et plagons encore entre les deux

nombres 1 et A un troisiéme nombre i, en sorte quon ait A >p >1.

Si n vient & croitre au dela de toute limite, les plus grandes valeurs

1
de ()", en s’approchant indéfiniment de A, finiront par surpasser (.

On pourra donc satisfaire a la condition ( p”)%> [ 0u p, > u">>1, par
des valeurs de » aussi considérables que I'on voudra; et par suite, on
trouvera dans la série (4) un nombre indéfini de termes supérieurs i
F'unité, ce qui suffira pour constater la divergence des séries (2), (3)

et (4).

Tukortse H. — Si, pour des valeurs croissantes de n, le rapport e ";*'

"

converge vers une limite fize \, la série (2) sera convergente toutes les
JSois que U’on aura A< 1, et divergente toutes les fois que {’on aura A > 1.

Démonstration. — Choisissez arbitrairement un nombre ¢ inférieur
4 la différence qui existe entre 1 et A. Il sera possible d’attribuer a m
une valeur assez considérable pour que, n devenant égal ou supé-

rieur & m, le rapport %‘r—‘ demeure toujours compris entre les deux
n

limites A — ¢, A +¢. Alors les différents termes de la série (4) se
trouveront compris entre les termes correspondants des deux pro-
gressions géométriques

Prms Pm(l —&), Pm()‘ —&)4 pa(d—2), ...,
Pms Pm()\ “+€) Pm(l +€)27 Pm(""“ ) NN

lesquelles seront toutes deux convergentes, si I'on a A < 1, el toutes
deux divergentes, si I’on a A >1. Done, etc.

Scalie. — H serait facile de prouver que la limite du rapport P—;i-',
dans le cas ol cette limite existe, est en méme temps celle de I'ex-
pression (p,)". [Vour I Analyse algébrique (*), Chap. VI.]

(') OBuvres de Cauchy, S. 11, T, 1L
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En appliquant les theoremes (1) et (2) 4 la série de Maclaurin,

savoir

(®) Fo), $F(0), 2 F(o), ;%F"(o),

on obtient la proposition suivante:.

Tutonrtne 111, — Soilent P la valeur numérique ou le module de !'ex-
pression F®(0), et ) la limite vers laquelle convergent, tandis que . crolt
indéfiniment, les plus grandes valeurs de ( p,,) ou bien encore la limite
unique (st celte limite existe) du rapport %’f’- La série (6) sera conver-
gente toutes les fois que la valeur numérique ou le module de ln variable

sera inférieur a %, et divergente toutes les fois que la valeur numérigue

I
ou le module surpassera 3

Ewemples. — Si I'on prend pour valeurs successives de F(z)

e*, sinz, cosz, l(1+ =), (14 2),

(- étant une quantité constante, les valeurs correspondantes de —'
seront '
®w, o, ¢, I, I.

Par suite, les séries comprises dans les équations (16), (17),
(18) de la trente-septitme Lecon resteront convergentes entre les
limites # = — o, & =+ w0, c'est-a-dire pour des valeurs quel-

conques de z. Au contraire, la série

Bp BE—D . pEp=n(p—2) ,

1, Lo s 3, e,
() I I.2 1.2.3
7
ple—1).. (#—n+l)
1.2.3..

et celle que renferme la formule (20) (trente-septiéme Lecon)neseront
convergentes, si la variable = est réelle, qu'entre les limitesz = — 1,
T=-+1. |

Nous avons déja remarqué que la série (6) est réelle et qu'elle a
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pour somme F() toutesles fois que, la variable z étant réelle ot la
variable s étant comprise entre’ les limites o, @, I'expression (4)
(trente-septitme Legon) s'évanouit pour des valeurs infinies de ».
Or cette derniére condition sera évidemment satisfaite si I'expres-
sion dont il s'agit est le terme général d’une série convergente, ce
qui aura lieu, en vertu du théoréme III, si, pour des valeurs erois-
santes de 2, le module ou la valeur numérique du produit

' Z—3z Flu+1)(z)
(8) n Fai(5)
converge vers une limite inférieure i 'unité.

Exemple. — Soit
F(z) == (1+ ),

w désignant une quantité constante. Si dans I’expression (8) on rem-
place 5 par 0z, cette expression deviendra

@€

—_— ) r—

1+0x n 1+ 82 n

1—0 p—n » 1—§0 {J.)

et convergera pour des valeurs croissantes de r vers une limite de la
1— 0

14+ 0x
Puniteé, si I'on suppose x*<1. On aura done, sous cette condition,

forme —

» limite dont 1a valeur numérique sera inférieure a

LI #(n-—l)w,+ plp—1)(p
t.2

-._.g)
= 284,
1 1.2.3 +

(9) (+a2p=14
On prouverait de méme que I'équation

.!lfax - B’(—’:.;:lafwz_{_ M;x)a3za+_ .

(10) (1+azx)t=1+4 T2 3

subsiste, pour des valeurs réelles ou imaginaires de la constante a,
tant que la valeur numérique de  est inférieure au module de f;

On pourrait croire que la série (6) a toujours F(z) pour somme,
quand elle est convergente, et que, dans le cas ol ses différents
termes s'évanouissent I'un aprés I’autre, la fonction F(z) s’évanouit
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elle-méme; mais, pour s’assurer du contraire, il suffit d’observer que
la seconde condition sera remplie, si F'on suppose

14
F(z)= e_(;) s
et la premiére, si 'on suppose
P pp

Flz)—=e'+e ()’ .

. 13t . _ .
iependant la fonction e ) n’est pas identiquement nulle, et la
série déduite de la derniere supposition a pour somme, non pas le

. 1y
binome e + e ) , mais son premier terme ¢,
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TRENTE-NEUVIEME LECON.

DBS BXPONENTIELLRS £T DES LOGARITRMES IMAGINAIRES. USAGE DE CES EXPONENTIBLLES

RT DE CES LOGARITHMES DANS LA DETERMINATION DES INTEGRALES SOIT DRPINIES,
SOIT INDEFINIES,

Nous avons prouvé dans la trente-septiéme Lecon que P'exponen-
tielle A” (A désignant une constante positive, et # une variable réelle)
est toujours équivalente & la somme de la série

wlA  2*{1AY (AP
? E—] _?
1 £.2 1.2.3

(1) I

ey

en sorte qu’on a, pour toutes les valeurs réelles de ,

(2) ' A“:l._'__a:lA_'_.z"(IA)’_|_a:“(|1\.,)3
1 1.3 1.2.3

D’autre part, comme, en vertu du théoréme III de la trente-huitiéme
Legon, la série (1) reste convergente pour des valeurs imaginaires
quelconques de la variable #, on est convenu d’étendre I'équa-
tion (2) & tous les cas possibles, et de s’en servir, dans le cas ot la
variable  devient imaginaire, pour fixer le sens de Ia notation A=,
Cette convention étant admise, on déduit facilement de I'équation (2)
plusieurs formules remarquables que nous allons faire connaitre.
D’abord, si 'on prend A = e, I’équation (2) deviendra
x? z

r
(3) ez—l‘l-—l*‘!‘-l—.;'l-—l'a'g +..e

Si I'on pose dans cette derniére & = 5 /— 1 (s désignant une variable
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réelle), on trouvera

ezJ:!:‘—sz:; . z? 53“:_;.

1 T2 T.a3 T
‘ 52 z* = 38 \/——
ml— e I YW=t
et 1.2.3.4 +(1 r.2.3 " )
et, par suite,
(%) €= == cos5 +{/—1 sinz.
On trouvera de méme
(5) e/~ coss — \/—1 sin3, -

puis on conclura des équations (4) et (5) combinées entre elles

. e3V—1 4 =3/l . eVl gt
(6), Co83 = ——————, sing — ————.
2 ay—1

Soit, en second lieu, = (a+ by 1)z, a, b, désignant deux con-
stantes réelles. Alors la séric comprise dans le second membre de la -
formule (3) sera précisément celle que V'on déduit du théoreme de
Maclaurin, appliqué ala fonction imaginaire e**(cosbs -+ — 18inbsz).
On aura dodc

(7) elarty=1): — gaz(cos bz 4~ \/— 1 sinbs ) — eas eba/=1

Cette derniere formule est analogue 4 I'équation identique

ela+bls — pas eb.-.,
de laquelle on la déduirait, mais par induction seulement, en sub-
stituant & la constante réelle b une constante imaginaire &y/— 1. Nous
ajouterons qu’en s’appuyant sur la formule (7) on étend sans peine
Péquation
(8) ex+r = g ¥

a des valeurs imaginaires quelconques des variables z, y; et qu'en
comparant la formule (2) a la formule (3) on en tire, pour une
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valeur quelcongue de z, ' |
(9) o , AT =z ezlA,

Concevons maintenant que, u et ¢ désignant deux quantités réelles,
on cherche les diverses valeurs de x propres & résoudre les deux
équations

(10) A“:a+v\/—_x;_~
(r1) . . ee=u+o\/—1.

Ces diverses valeurs seront les divers logarithmes de u + ¢y — T,
1° dans le systeme dont la base est A; 2° dans le systéme népérien
dont la base est e. De plus, comme, en vertu de la formule (g), les
logarithmes de I'expression «+ oy/— 1 dans le premier systeme se-
_ront égaux aux logarithmes népériens de cette méme expression
divisés par 1A, il suffira de résoudre I’équation (11). Cela posé, fai-
sons # =« + By —1, «, B désignant deux quantités réclles. La for-

mule (11) deviendra
e+ BV-T— gy 4 v\/=1;

puis I'on en tirera e*cosP = u, ¢*sinf = et, par conséquent,

1

(12) e*= (u?+ o),
(13) cosﬁ:.—u—.h, T g —
Vil 4ot /T

Or, on satisfait a I'équation (12) par une scule valeur réelle de «,
; 1 2 2 o .
savoir @ = ~l(u?+¢*). De plus, en désignant par » un nombre

enticr arbitraire, on satisfera aux équations (13) par toutes les valeurs
de § comprises dans la formule

(14) ﬁ:znn+arctnng£,

\
si u est positif, ou dans la suivante

(15) ' ' ﬁ:(zn+1)1r+arctang£,

OEuvres de C.— S.11, 1.1V, 3o
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si-u devient négatif. Il existe donc une infinité de logarithmes imagi-

naires de I'expression u+¢y— 1. Le plus simple de tous ces loga--

rithmes, dans le cas oll la quantité u reste positive, est celui qu’on
obtient en posant » = o, savoir -:;l(u“—t- 0?) 4+ —rare tang%- Ce
méme logarithme, qui, pour une valeur nulle de v, se réduit au loga-
rithme réel de w, sera celui que nous désignerons par la notation
1(u + ¢y= 1) (voir I'Analyse algébrique, Chap. IX), en sorte qu’on
aura pour des valeurs positives de « ’

(16) l(u-{-v\/::):%Vl(cc‘+v’)+-\/—: are tang;‘;-

Par suite, si r représente une quantité positive, et ¢ un arc réel com-

. . e . T T 3 H
pris entre les limites — =» -+ -» I'équation
(17) x = r(cost +y/—1sint) = retV=1

entrainera la suivante
(18) ' lz=1r+ty/=1.

Les formules qui servent i différentier les exponentielles et les
logarithmes réels subsistent, lorsque ces exponéntielles et ces loga-
rithmes deviennent imaginaires. Ainsi, par exemple, on reconnaitra
sans peine que I'on a : 1° pour des valeurs imaginaires de la va-
viable ,

(19) de*=e¢*dx,

(20) di{xtxz)= ‘—i‘;;

2" pour des valeurs réelles des variables , y, 3, et des constantes «a,
B, a, b,

(21) der /=i = ey (dr + dy\/=1),

dx +dyy—1 )
—_— T )

(23) di[£=(z+yy=1)] = P
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dr
df[=(z—a—
B [ Comam bVl = o 25
(23) dr
dl[“-(m—u-l-@\/-—)]—w_“_,_mf—,
@4) v de(gwp/f})::e(a+bﬁ)z(a+ b‘g/--__x)ds.

Dans ces diverses formules, on doit adopter, aprés la lettre I, le

 signe + ou lé signe —, suivant que I'expression imaginaire dont ou
prend le logarithme népérien a une partie réelle positive ou négative.
De ces mémes formules on déduira immédiatement les suivantes

W R L e I e B

(23)
(A+ByYy=1)dz _ — —\1 . .
) sy s =A+By=DxE(z—a+py=}+2,
(atb, =0 gy = e(u—l-lr/:i): e
f" arby—1
(26)

fsne(a-(-b s gy — goelarsy=ils n(e—1)

a—*—b\/:;[l_(a-l—b\/——f).. (avrby=1)s

lesquelles s'accordent avec les formules établies dans les vingt-
huitieme et trentieme Lecons.

Les exponentielles et les logarithmes imaginaires peuvent encore
étre employés avec avantage dans la détermination des intégrales dé-
finies. Ainsi, par exemple, il résulte de la scconde des équations (26)
que la formule donnée ligne 13 de la page 192 subsiste, guand on ¥y
remplace la constante @ supposéc réelle par la constante imaginaire
a + by — 1. On obtient alors I'équation

A3

’ 3.
St (a+b‘/ i) __l__ﬂ_______
(27) [ € d~' — ( + b /_‘)n+l

laquelle coincide avec la formule de la ligne 14 de la page citée. De
plus, il est clair que la formule (18) de la trente-quatritme Lecon
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subsistera encore, si, au lieu de prendre pour f(z) une fonctnon alge~
bmque, on pose successwement

— 2y =1
f(a?).,—_.ea‘rsl* , [{z)- _(__w‘/__')ﬂ leaxJ_l r(x)_.(l(:vgzle:l)

&, @, r désignant trois constantes positives, dont la premiére reste
comprise entre les limites o et 2. On trouvera, en conséquence,

eV * cosardz ~
(28) f_,md‘”—-f_,“,?m«‘—“e “
— _ . pw )
(29) f ( w_&_i)___er«:n/—ldwzgf 2P~Ygin (f_"l‘ __ az) de — ne-e,
1+Z A 2 i+t

*(—zyf=1)e==/=1 dx
Joo (1 —=ray=1) 1+2*

__f” sinaz 1(1 4 riz?) + acosazarc langre wdz me~«
(4

(30)

[ET(r + riz?)J +-(arc lang ra) i+at h(+r)
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QUARANTIEME LECON.

INTRGRATION PAR SERIKS,

Considérons une série
€D oy Uy, Ugy Uy ouy Uy ..

dont les différents termes. soient des fonctions de la variable x qui
restent continues entre les limites z = z,, z = X. Si, aprés avoir
multiplié ces mémes termes par dz, on les intégre entre les limites ,
dont il s’agit, on obtiendra une série nouvelle composée des inté-

grales définies ' '

x X X < X
(2) f uyde, f ~u dz, f udz, f uydx, ..., f i, dx,
X Xy Lo o &

En comparant cette nouvelle série 4 la premiére, on obtiendra sans
peine le théoréme que nous allons énoncer.

Tuiontse 1. — Supposons que, les dewz limites x,, X étant des quan-
Lités finies, la serie (1) soit convergente, non seulement pour x = z, et
pour x = X, maus aussi pour toutes les valeurs de & comprises entre x,
et X. La série (2) sera elle-méme convergente; et si l'on appelle s la
somme de la série (1), la série (2) aura pour somme I’intégrale

X
f sdxr.

En & autres termes, | "équation

(3) : A ST U Uy Uy Uz, ..
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entrainera la suivante :

s X A% X L
) f sdx:f uydr +f o d.r—i—/ uydr +f usdr+....
RN F R roo

Te
Démonstration. — Soit

(3) Spy==Ug+ UpUg+ .. . Uy

la somme-de » premiers termes de la série (1) et r, le reste d partir -

du n'*™ terme. On aura
(6) ST Sp £y T ottty 4 g o g+ Py

et Pon en conclura

X- X X X
Sf sdx:f uoda:+f u,d.v-!—f Uy de +, .
2% Jg £o Ery
(7) : ' X X
a -+ f Uy dx 4 f r,dx.
] ) xy g

Or, puisque, en vertu de la formule (14) (vingt-troisiéme Legon),

' :
I'intégrale f r,dz sera une valeur particuliére du produit r,(X — 2;)

corresponda;te 4 une valeur de z comprise entre les limites z,, X, et
que, dans 'hypothése admise, ce produit deviendra nul pour des
valeurs infinies de n, il est clair qu'on obtiendra I'équation (4) en
posant, dans la formule (7), n =,

Corollaire I. — Si dans la formule (4) on remplace X par , on
obtiendra la suivante

: & xr L . X
(8) f sdx:f u.,d.z‘—i-f u,d.n+f ugde +...,
»a A arg * xy

qui restera vraic, comme I'équation (3), entre les limites = =2,

x=NX\. '

Corollaire II. — Supposons que la série (1), étant convergente
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- pour z=z, et pour toutes les valeurs do @ comprises entre les
limites x,, X, cesse de I'étre pour 2 = X. Dans celte hypothese, les
équations (3) et (8) subsisteront encore entre les limites dont il
sagit. Jajoute que I'équation (4) subsistera elle-méme, si les inté-
grales comprises dans son second membre forment unc série conver-
- gente. En effet, on reconnaltra sans peine que, si cette condition -
est remplie, les deux membres de Péquation (8) seront des fonc-
tions continues de la variable  dans le voisinage de la valeur par-
ticulitre @ = X [voir I'Analyse algébrique, page 131 (')], et qu'il
suffira d’y faire converger x vers cette méme valeur pour obtenir les -
deux membres de ’équation (4). Au contraire, I'équation (4) dispa-
raitra, si les intégrales que renferme son second membre forment
une série divergente. |

Corollaire III. — Supposons que la série (1), étant convergente
entre les limites # = ), # =X, devienne divergente pour la pre-
miére de ces deux limités ou pour toutes les deux. Alors, en dési-
gnant par &,, £ deux quantités comprises entre x, et X, on obtiendra
’équation

" nk £ £ 3
(9) f sd.r:f uodx+f u,d.r-i—f wydr +. ..,
% N &

&

puis, en faisant converger &, vers la limite z,, et § vers la limite X,
on retrouvera encore 1'équation (4), pourvu toutefois que les inté-
grales renfermées dans son second membre forment une série con-
vergente.

Cette remarque s’étend aux cas mémes ol les quantités z,, X
deviennent séparément ou simultanément infinies, par exemple au
cas ou I'on aurait &, = — 0, X = .

Corollaire IV. — Sil’on prend u,= a,2", a, étant un coefficient récl
ou imaginaire; si, de plus, on désigne par p, la valeur numérique ou
le module de «@,, et par A la plus grande valeur que regoive I'expres-

(1) OLuvres de Cauchy, S. 11, T, 11, p. 120.
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sion (p,)" quand le nombre » devient infini, la série (1) sera conver-
gente (voir le théoréme I de la trente-huititme Legon) entre les
limites = — %, x = + - Donc, en laissant la variable « comprise

entre ces limites et posant
(to) ‘ s=aytayr + a2+, .,
~on {rouvera

* * @2t x?
(12) [ sdx:ao.rrl-a.—; +a,—3—+

bl

CGetle dernitre équation subsistera encore (voir le corollaire II) pour
les valeurs particuliéres z = — %, x =+ %, si ces valeurs particu-
lieres ne cessent pas de rendre convergente la série ez, La 27
s @y, oo

A 'aide des principes que nous venons d'établir, on pourra déve-
lopper un grand nombre d’intégrales en séries convergentes qui four-
niront des valeurs de ces intégrales aussi approchées quel'on voudra.
C'est en cela que consiste U'intégration par séries. On peut méme em-
ployer avec avantage cetle méthode d’intégration pour développer en
séries toules sortes de quantités, et souvent ce qu’il y a de micux &
faire, pour y parvenir, c’est d’exprimer les quantités données par des
intégrales définies auxquelles on applique ensuite 1a méthode dont il
s'agit,

izemples. — Pour développer en séries les fonctions 1(1 + ),
arc tangz, arcsinz, on aura recours aux formules

x

’ d.r
I+ 2) =

o T+
) - T dzx
arctangyr — T

[

arcsinz -—-f \/1—@*5 _/ (1— 2%

nbl-

dr;
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et, comme on trouvera, entre les limifes z = — 1, 2 = +1,
! =1—a o
gy = -+ ey
S —1—a2 a2t ..
BEN '
-3 1 1.3 1.3.5
1—2!) Y= 4 o2t — a2t o
( ) 2z+2.4x+2.[4.6x+ ?

Iintégration par séries donnera, entre ces mémes limites,

zt 2t
l(l'l"{D) ——-1‘-—-';“4-?—...,
A
(12) arctange — 2 — o 4+ = —..
3 5 .
al‘csinx. —y ! x2r 1.3 2t + 1.3.5 a7 -
=rte3tassttIses T

Si dans les équations (12) on pose =1, les séries comprises dans
les seconds membres resteront convergentes, et Pon aura (en vertu
du corollaire IT)

12:.[—-'-¥|~1—— .
a 3
(13) -E:l-—-l?;-l-%— ,
T —-—.+_l.l+"3l+"3'51
2 237245 2..’;.b7+""

On démontre facilement (voir VAnalyse algébrique, page 163) (')
gue deux séries convergentes ordonnées suivant les puissances ascen-
dantes et entiéres de = ne peuvent donner la méme somme, pour
de trés petites valeurs numériques de z, qu'autant que les coeffi-
cients des puissances semblables de  sont égaux dans les deux
séries. De cette remarque et du théortme 11 (trente-huitiéme Legon) .
il résulte que, si les deux séries demeurent convergentes et four-
nissent la méme somme pour les valeurs réelles de # comprises entre

(') OEuvres de Caucly, S.1, T.II, p. 144.
QFEuvres de C. — S. 11, t. 1Y, 31
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les limites — r, <+ r (r désignant une quantité positive), elies rem-
pliront les mémes conditions pour les valeurs imaginaires de  dont
les modules seront inférieurs & r. Cela posé, on déduira sans peine
des principes ci-dessus établis le théoreme suivant :

Tucoriss 11 — i, pour les valeurs réelles de s comprises entre les
limiltes 5,, L, et pour les valeurs réelles de x comprises entre les limites —r,
-+ r, les fonctions

J(z,3) .
el
z
(14) F(z -.:f Slz,3)ds

sont développables par le théoréme de Maclaurin en séries convergentes
ordonnées survant les puissances ascendantes et entieres de xz; st d'ail-
leurs les sommes de ces séries, quand a devient imaginaire, continuen!
d’étre représentées par les notations f(x, 3), ¥(x), U'équation (14) sub-
sistera pour les valeurs imaginaires de x dont les madules seront infe-

.

reeurs ar.

Exemple. — Comme on a, pour des valeurs quelconques de x,
1 @ ) 1)
! :f e~*dz -:_f e—G+xV 5 — e"”'/ e (e~BT 4 ¥ ) 5
— o —_— 0

et, par suite,

L 23T Bt FF 1
- A& e b
(la) f e—v’—_._—d::%“’el’,
2
0

on en conclura, en remplacant z par 2 —1,

. 1
(16) f e~ cosazz ds = Late®.

9
Cette derniere formule, que 'on doit a M. Laplace, est fort utile dans
la solution de plusieurs problémes.



ADDITION.

Depuis I'impression de cet Ouvrage, j'ai reconnu qu'a I'aide d’une
formule trés simple on pouvait ramener au Calcul différentiel la solu-
tion de plusicurs problémes que j'avais renvoyés au Calcul intégral.
Je vais, en premier lieu, donner cette formule; j’indiquerai ensuite
ses principales applications. ,

D’aprés ce qui a été dit dans la septiéme Lecon, si 'on désigne
+ par x,, X deux valeurs de = entre lesquelles les fonctions f(z) et
S () restent continues, et par 0 un nomhre inférieur a Punité, on

aura .
JX) — fl)
X

— &y

=f'[ae+ (X — x,)]-

Or il est aisé de voir que des raisonnements entiérement semblables
4 ceux dont nous avons fait usage pour démontrer I’équation préeé-
dente suffiront pour établir la formule

0 SX)—Jlwg) e+ 0(X — x,)]
F(X)—=F(z,) ~ Flay+6(X —a0))’

6 désignant encore un nombre inférieur & I'unité, et F(x) une fone-
tion nouvelle qui, toujours croissante ou décroissante depuis la limite
x =z, jusqu’a lalimite 2 = X, reste continue, avec sa dérivée F(x),
entre ces mémes limites.

On peut aussi démontrer directement la formule (1) a laide des
principes établis dans la sixieme Lecon (page 37). En effet, il résulte
de ces principes que, dans 'hypothése admise, la fonction F(x) con-
servera constamment le méme signe depuis z =z, jusqu'a x = X.
Par suite, si A et B représentent la plus petite et la plus grande des



24k RESUME DES LECONS SUR LE CALCUL lNFlNITESlMAL..‘

: . Sfx) 5 . . :
valeurs que regoit le rapport 'i*‘f'Tz:_) dans cet intervalle, les deux pro-
duits )

F/(x) [{% - A] =f(z) —AW(),

F'(z) [B - ‘é—:z-:—%] =B F'(x)— f'(x)

resteront I'un et P'autre constamment positifs ou constamment néga-
tifs entre les limites x4, X de la variable z. Donc les deux fonctions
S(z)—AF(z), BF(z)—-f(2),

qui ont ces mémes produits pour dérivées, croitront ou décroitront
simultanément depuis la premiere limite jusqu’a la seconde. Donc Ia
différence entre les valeurs extrémes de la premitre fonction, savoir

JX) — fxe) — A[F(X) 5 F(20)],
ot la différence entre les valeurs extrémes de la derniére, savoir

BF(X) —F(z)] — [/(X) — f(@)]s

.

seront deux quantités de méme signe; d’ott I'on peut conclure que la

différence
.f(x) —J(xo)

sera comprise entre les deux produits
A[F(X)—F(x)], B[F(X)—~F(2)],
¢t la fraction

f(x) '—f(wo)
F(X)—F(z,)

entre les limites A et B. D'ailleurs, les deux fonctions f'(2), F(x)
¢tant continues par hypothese entre les limites x = x,, z =X, toute
quantité comprise entre A et B'sera équivalente & une expression de

la forme
Szt 0{x — )]
Flz,+0(x —x)]’

() désignant un nombre inférieur i I'unité. 1l existera donc un nombre



: ADDITION. s - 265
de cette cspéce propre i vérifier I'équation (1), ce qu'il fallait dé-
monftrer.

Si I'on fait X = x, + &, équation (1) deviendra

(2) Sz h) —f(25) _ fl(2o+Oh)
F(aog+h) —F(20) — F(20+ k)

Cette derniére, qui comprend, comme cas particulier, I'équation (6)
de la septitme Legon, est susceptible de plusieurs applications impeor-
tantes, ainsi qu’on va le prouver en peu de mots. |

Concevons d’abord que les fonctions f(z) et F(x) s'évanouissent
P'une et I'autre pour x = ,, et faisons, pour abréger, 0% = 4,. Dans
ce cas, on tirera de la formule (2)

(3)' f(-”o+/¢)_f'(-z‘o+h|),
Flxo+h) — F(axo+ )

k, étant une quantité de méme signe que 2, mais d'unc valeur numé-
rique moindre. Si les fonctions

J(x) fix), [z, ..., fe(z),
F(-‘ll); F'(x), F"(x)' very =12y

s’évanouissaicnt toutes pour x = x, et demceuraient continues, aussi
bien que f9(x) et F¥(z), entre les limites = wx,, x =1x, + £,
alors, en supposant chacune des fonctions

F(x), F(zx), F(z), ..., Fo-(x)

toujours croissanle ou toujours décroissante depuis la premieére limite
jusqu’a la seconde, et désignant par %, %,, ..., k, des quantités de
méme signe, mais dont les valeurs numériques seraient de plus cn
pluscpetites, on obtiendrait, avec I'équation (3), une suite d’équations
semblables dont la réunion composerait la formule

(4) J@o+ b)Y _ fllre+h) _ f(zeth), f‘"’(-l'u—f- Ilu).
F(zo+h) — Flag+ly) ~ Flxe+hy) ™ 77 Fimi(ay+ hy)

Si, dans la formule (4), on se contente d’égaler la premiere fraction &
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la derniére, I'équation & laquelle on parviendra pourra s’écrire comme
il suit

5 S(@ot-h) _ f® (ot Oh)
(3) Flaor k) = For(z,+ 0F)’

O étant toujours un nombre inférieur 2 I'unité. Enfin, si dans I'équa-
tion (5) on substitue a la quantité finie 2 une quantité infiniment
petite désignée par Z, on aura

Lot §) _ f 2o+ 0i)

(6) F(zo+ i) = Fm(zo+ 80)

Lorsque, dans les formules (5) et (6), on pose

F(‘T) = ('x - ‘”0)”9

on {rouve ]
F(z)=1v.2.3...0

ct, par conséquent,

J(xo+ b)) _ fNzo+ Blz)’

(7) T 1.2.3...n
8) Lo+ ) _ fM (20 60)
( " T 1.2.3...n

Ces dernitres équations s’accordent avee les formules (4) et (5) de la
quinzieme Legon, et coincident avec les formules (17), (18) de la
trente-sixiéme. Elles peuvent étre employées avee avantage, non seu-
lement dans la recherche des maxima et minima, mais encore dansla
détermination des valeurs des fractions qui se présentent sous la

, o s . . .
forme - Au reste, pour résoudre ce dernier probléme, il suffirale

plus souvent de recourir a la formule (6). Admettons, en effet, que
les deux termes de la fraction
J(x)

F(z)

et leurs dérivées successives, jusqu'a celles de I'ordre r — 1, s'éva-
nouissent pour & = x,. La formule (6) subsistera généralement pour
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- de trés petites valeurs numériques de Z, parce qu'en général chacune
des fonctions . '
-~ Flz), Flz), F(z), ..., Fe(x)

croitra ou décroitra sans cesse depuis la valeur particuliére de 2
représentée par x, jusqu’d une valeur trés voisine; et I'on tirera de
cette formule, en faisant converger £ vers la limite zéro, '

o S+ 8) L [+ 08) ()
(9) i ot 1) = ™ Fi(z, 1 07) — Fo7(z0)’

Si I'on remplace, dans la formule (7), z, par zéro, et la lettre /
‘par #, on en conclura

(10) j(k)::—;’;—n’—?—',—l F(0hR),

Cette derniére formule suppose que les fonctions
Fhy, F(hy), $(h), ..., F™(h),

étant continues, a partir de la limite & = o, s'évanouissent toutes, i
Pexception de §¢'(%), en méme temps que la quantité 4.

Soit maintenant f(x) une fonction arbitraire de la variable =, mais
telle que

f(x -+ h), fz+h), flz+h), ..., f‘")(‘z"fh)

restent continues par rapporta 4, i partir de 2 = o. On pourra aisé-
ment, & l'aide de la formule (10), extraire de f(x + %), ou, ce qui
revient au méme, de la différence f(x + &) — f(x) une suite de
termes proportionnels aux puissances entitres de k£; et d’abord,
puisque la différence f(x + k) — f(x), considérée comme une fone-
tion de A, s’évanouit avec A, et a pour dérivée du premier ordre
S'(z+ k), il est clair qu’en substituant cette fonction 2 F(4), et
posant » = 1, on tirera de la formule (10)

(i) Fe+hy=f@)="2 fi(z+0h).

Lorsque, dans le second membre de I'équation précédente, on rem-
. . . L4
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place 8 par zéro, on obtient le terme ? S (), et, en vetranchant ce

terme du premier membre, on trouve pour reste une nouvelle fonction

de A, savoir .
ko,

S(z+h) —f(z)= f(2)

Comme cette nouvelle fonction de % s’évanouit avec 4, ainsi que sa
dérivée du premier ordre, et qu’elle a pour dérivée du second ordre
S'(z+ k), en la-substituant & (%), et posant » = 2, on tivera de la
formule (10)

h o,
(12) F(@ 4+ = f(2) = T fi(2) =~ fix -+ Oh).

Si, dans le second membre de I’équation (11), on remplace § parzéro,
, h?
on obtiendra le terme — f*(«), et, en retranchant ce terme du pre-

mier membre, on trouvera pour reste une troisitme fonction de 4,

savoir :
h ! At /"

Sz + k) —f(#) — £ fi(z) = 7 [(2).

Comme cette troisieme fonction de 4 s'évanouit avec £, ainsi que ses

dérivées du premier et du second ordre, et qu'elle a pour dérivée du

troisieme ordre /"(x + &), en la substituant 3 (%), et posant n =3,
on tirera de la formule (10)

(13)  Sle+t)—f(@) =2 f2) — 1 pray = 2 o v on),

ctc. En continuant de la méme maniére, on établira généralement la
formule

Sarm—f2) =" iy — 2 pioy—..

hn—t . b
P AS— 1Y 2ot } ] —_
£.2.3.(a— :).ﬁ (=) 1.2.3...n

(14)
Sz +0h),

laquelle coincide avec 1'équation (12) de la trente-sixieme Lecon.
31, dans cette formule, on remplace 2 par zéro, & par a, et / parF,
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F(z) desngnantune fonctlon arbltranre de 2, on trouvera

‘ F(w)~— Fo)— = I"’( )—- — F"(0) -
(15) t xn—l aht

— —a—F—— Fi"-(0) =

1:.2:3...(n—1) ; F(0a).

1.2.3...n

Cette derni¢re équation coincide avec la formule (11) de la trente-
sixiéme Lecon, et l’on peut encore y parvenir directement de la
maniére suivante. 7

Soient F() une fonction queldonque de 2, etw(x) un polynime
entier du degré n — 1, assujetti & vérifier les équations de condition

w(0)=F(0), w'(0)=F(0), w'(0)=F'(0), ..., wlo~"(o)=Fts—1(o);

w®(z) étant alors identiquement nulle, si dans Ia formule (10) on
remplace % par z, et §() par F(x) — w(x), on trouvera

(16) F(@) —w(2) = 53— F(02);

et, comme on aura d'ailleurs (voir la dix-neuvieme Legon)

ah-t

1.3.3...(n—1) w*=o),

w(r)= (o) + ?w’(o) -+ li; @' (0) +...+

n—1

(17) «
x
? 1.3.3...(r —1)

:F(o)+?F’(o)-i—:—;F'(o)+...+ Fir—1)(0),
il est clair que la formule (16) entrainera I'équation (15).

Il importe d'observer qﬁe. dans tous lescas ot les seconds membres
des équations (14) et (15) convergent vers zéro pour des valeurs
croissantes de », on déduit immédiatement de ces formules les theo-
rémes de Taylor et de Maclaurin.

Si, dans la formule (8), on avait 2, = o, elle donnerait simplement

(8) L0 _ S0

f T .23,

Celle-ci suppose que les fonctions

S S fU7E)y ey fIN(), [0,

QLuvres de C. — S. 1, t. 1V, 32
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étant continues- pour de trés petites valeurs numériques de i, s'éva-
nouissent toutes, a I'exception de la derni¢re, pour ¢ = o, Dans cette
hypothese, les rapports

L9 f8)

il AT =1’

étant cux-mémes équivalents a des expressions de la forme

J0H  fren ) J=9(87)
1 1.2 - 7 T.a3...(n—1)
s’évanouiront tous avec ¢ Par conséquent, { et /(i) représentant deux

quantités infiniment petites,
G

. l'll
sera le premier terme de la progression géométrique

LYY
i X

¢ &8

(t9) J(),

.
Y

qui cesse d’étre une quantité infiniment petite, si /(o) est la pre-
miere des quantités

(20) J(o), [f(0), [f'(0), S7(0),
quicesse d'étre nulle. Ajoutons que, dans I'hypothése admise,

S (o)
1.2.3...n
sera, en vertu de la formule (18), la véritable valeur du rapport %2,
correspondante & i = o.

Les considérations précédentes nous conduisent naturellement a
partager les quantités infiniment petites en différentes classes. Con-
cevons, en effet, que toutes les quantités de cette espéce qui entrent
dans un calcul soient des fonctions de I'une d’entre elles désignée
par¢, ctnommons /f(¢) I'une de ces fonctions. Plusieurs termes con-
sécutifs de la progression (19), comptés a partir du premier terme,
pourront étre infiniment petits; et, suivant que le nombre de ces
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termes sera 1, 2, 3, ..., nous dirons que la quantité /() est un infini-
ment petit de premiére, de seconde; de troisiéme classe, ete. Cela
posé, /(i) sera un infiniment petit de la nime classe, si [—f,,‘—) est le
premier terme de la progression (19) qui cesse de s’évanouir avec ¢.
Dans la méme hypothése, /(i) deviendra ce qu'on appelle un infini-
ment petit de 'ordre n, si, pour des valeurs numériques décroissantes
de 7, le rapport fti,f—) converge vers une limite finie différente de zéro.

Ces définitions étant admises, on déduira immédiatement des prin-
cipes ci-dessus établis les propositions suivantes.

TueoneMe 1. — Lorsque f(i) est un ihﬁniment petit de niéne classe,
S (o) est le premier terme de la serie 20) qui cesse d’éire nul. Dans le
méme cas, [(¥) sera un infiniment petit de U'ordre n, si f*)(o) obtient
une valeur finie différente de zéro. ’

Tutortme Il — Lorsque, f() élant un infiniment petit de ™" classe,
la fonction f(x) et ses derivées successives, jusqu'é celle de Uordre n,
restent continues entre les limites x =0, ¥ =h, or a, en désignant
par m un nombre entier inférieur ou égal a n,

[m ‘
(an) J(h) = ————" Jim(6h).

0Lt

~ i, dans cette derniére formule, on remplace % par £, et m par n, on
retrouvera I'équation (18), & l'aide de laquelle on peut établir le
théoréme que nous allons énoncer.

Tusoneme LI, — Soit f(i) une quantité infiniment petite de Uordre n.
Cette quantité changera de signe avec i, si n est un nombre impair, et
sera constamment affectée du méme signe que J®(0), st n est un nombre
pair.

Le théoréme 111 suppose, comme la formule (18), que la fonc-
tion f(¢) et ses dérivées successives. jusqu'a celle de lordre n,
restent continues par rapport & ¢ dans le voisinage de la valeur par-
ticuliere ¢ = o. Si cette condition n’était pas satisfaite, la quantité
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désignée par f™(o) pourrait admettre plusieurs valeurs, et, si ces
valeurs n’étaient pas toutes de méme signe, le théoreme dont il s'agit
cesserait d’exister. C'est ce qui arriverait, par exemple, si I'on pre-
nait pour f(?) la quantité infiniment petite yz*. Dans cette hypo-
thése, la fonction dérivée

0y —
f(‘)—’\/l,—z

admettrait une solution de continuité correspondante & i = o, et se
réduirait tantotd + 1, tantot a — 1, suivant que la valeur de ¢ serait
positive ou négative. Il est d’ailleurs évident que la quantité Vi2,
quoique P'on se trouve naturellement porté & la considérer comme
un infiniment petit du premier ordre, demeure constamment positive
et ne change pas de signe avee ¢. La méme remarque s’applique i la
quantité infiniment petite z°, que 'on est naturellement conduit & X
regarder comme un infiniment petit du troisi¢me ordre, etc.

Le théoréme I fournit un moyen trés simple de reconnaitre la classe
ou l'ordre d’une quantité infiniment petite. Ainsi, par exemple, on
conclura de ce théoréme que les quantités
ﬁ, Ve, z‘%, siné
sont quatee infiniment petits de premiere classe, le dernicr étant seul
du premicr ordre. On s’assurera de la méme maniére que les quatre
quantltes ; . '

Tk &%, sin%i, 1 —cosi
sont des infiniment petits de seconde classe, les deux derniers étant
du second ordre; que les trois quantités
2

3

7’ , ({—siné

sont des infiniment petits de troisitme classe, les deux derniers. etant
du troisiéme ordre, et ainsi de suite.
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- Lorsqu’on multiplie un infiniment petit de la ni*=¢ classe ou du
, gi‘é"‘° ordre par une quantité constante ou par une fonction d¢ ¢ qui
a pour limite une quantité finie différente de zéro, on obtient évi-
demment pour produit un autre infiniment petit de la méme classe
ou du méme ordre que le premier.

11 est encore facile de prouver que, parmi les quantités infiniment
petites, celles qui appartiennent aux classes supérieures finissent par
obtenir constamment les plus petites valeurs numériques. Soient, en
effet, (7). y.(¥) deux quantités infiniment petites, la premiére de la
ni#e clagse, la seconde de la m“»e, m étant < n. La premitre des deux

fractions 241), X9 sera la seule qui converge avec ¢ vers la limite

T T im

zéro; et par suite le rapport qu’on obtient en les divisant I'une par

l'autre, ou la fraction ;’f ; » convergera également vers zéro, ce qu'elle

-ne peut faire, sans que sa valeur numérique s'abaisse au-dessous de
I'unité, ou, en d’autres termes, sans que la valeur numérigue du
numérateur devienne inférieure 2 celle du dénominateur.

Enfin on établira facilement la proposition suivante :

Tucontne 1V. — Désignons par i et par f(i) deuz quantités infiniment
petites. Zéro sera la valeur umque ou l'une des valeurs que recevra le rap-
port

70)
(22) Fay

lorsqu’on y fera évanoutr la quantute i.

Démonstration. — 1l suffit évidemment de démontrer le théoreme IV,
dans le cas oit la fonction dérivée /7(2) s’évanouit en méme temps que
J(§) pour i = o, attendu que la limite du rapport f(( 5 pulle dans
toute autre hypothése, se présente alors seulement sous la forme indé-
terminée :-: Or on y parviendra sans peine a I'aide de la formule (18),

du moins lorsque les deux fonetions /(). f(¢) seront continues par
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rapport & ¢, dans le voisinage de la valeur particuliére 7 = o. En effet,

si cette condition est remplie, on tirera de la formule (18), en posant
n=1i, '

(23) © S =06,
et 'on aura, en conséquence,

(26 G

o=
0 désignant toujours un nombre inférieur & I'unité. Concevons main-
tenant que, dans la formule (24), on fasse décroitre indéfiniment la
valeur numérique de ¢, /"(0) étant nul par hypothése, et 07 dési-
gnant une quantité comprise entre zéro et 7, f°(07) convergera plus
rapidement que /'(£) vers la limite zéro, d’oi il résulte que la frac-

RCTY

tion Yt obtiendra une multitude de valeurs numériques infe-

rieures & I'unité, et le produit t—ff(—(etl)—) une multitude de valeurs sen-
siblement nulles. Donc la limite ou I'une des limites vers lesquelles
convergeront ce méme produit et le rapport qu’il représente sera
égale a zéro.

Scolie 1. — Le théoréme IV peut étre aisément vérifié i P'égard des
fonctions

1yt
P N -—(;) P |
sing, 1—c¢osé, e , i sm?)

I subsiste dans le cas méme o la fonction /(7) ne reste réelle et infi-
niment petite qu’autant que I'on attribue & 1a variable i des valeurs
affectées d'un certain signe, comme il arrive, par exemple, quand on
prend pour f(7) F'une des fonctions

1 ]
i, vi, ¢ ¢, e

(4

’ oy

qui cessent d'étre réclles ou infiniment petites, dés que I'on donne
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4 ¢ des valeurs négatives. Enfin ce théordme peut subsister, quoique
la fonction f'(¢) devienne discontinue pour i = o. Ainsi, en suppo-
sant ’ :

(25) /(i):isin-:n
on trouvera que la fonction

iy =sint — L eost
(26) f(t)__smt. 7 cosl.

devient indéterminée, par conséquent discontinue, pour: = o; et, si
P'on fait alors converger i vers la limite zéro, la valeur du rapport (22)
tirée des équations (25) et (26), savoir

Sy £

(27) TRE
S l—l:cot;
L [

admettra un nombre infini de limites dont 'une sera égale & zéro.

Scolie Il. — Supposons que, la fonction f(7) et ses dérivées suc-
cessives, jusqu'a celle de I'ordre de n — 1, étant continues par rap-
port &£, dans le voisinage de la valeur particuliére ¢ = o, les » quan-
tités .

(28) S0}, Ji(0), S'(0) ..., fla-o)

s’évanouissent; et concevons que la valeur numérique de 7 vienne &
décroitre indéfiniment. Zéro scra la limite ou Pune des limites vers
lesquelles convergeront chacun des rapports

(20) SO O G e
‘ J& & 7@ 7o)

et, par conséquent, leur produit ou le rapport

(£)
(30) v



256 RESUME DES LEGONS SUR LE CALCUL INFINITESIMAL.

On peut en dire autant des expressions

31y FAC IO ,,,,vf‘""”(i),
S fim(d) oI

que l'on obtient en multipliant les uns par les autres quelques-uns
des rapports dont il sagit.
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FORMULES DE TAYLOR ET DE MACLAURIN.

On prouve facilement que, dans le cas ol la fraction

F(
(1) , . =
s’évanouit pour A = o, on a
. ler
F _ e Fm)
(2) FLh) 1.2.3...n 7o) (0),

0 désignant un nombre inconnu, mais inférieur a I'unité. Or P'équa-
tion (2), a l'aide de laquelle on peut établir directement la théorie
des maxima ou minima et fixer les valours des fractions qui se pré-
sentent sous la forme 2, conduit aussi trés simplement & la série de
Taylor et & la détermination du reste qui doit compléter cette série.
En effet, on tivera successivement de Péquation (2) :

1 Bn posant $(&) = f(x +A) — f(z) et n =1,

3) S+ by = f(2) =2 flw+ on);
puis, en posant f*(z + &)= f(x)+ H,,

S+ 1) —f (@)~ 2 i)

0, = h ?

2° En posant 5(4) = f(® +h) — f(z) — & f/(z) et n = 2,

@ S+ )~ (@)~ b f(@) = 5 oo on;

QFuvrex de €. — S. 1}, 1.1V, 33
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puis, en posant f“(z + 0k) = f'(z) + H,,

S b)— f(@) — b f(@) — 2 ()
— Hy= 5

5.2 ht ?

3° Kn posant §(k) = f(z+h) — f(z)—=hf(z)— ,—"; S "('w)
et n=23,

n
1.2.3

(5) f(x-l-lc)—'j(.x)-—-’kf'(w)e%f”(.i):

'@+ 0k);

puis, en posant /"(x + 0&) = f"(x) + H,,

. . Slz+h) —-f(.t)—hf'(w)_m{%j'(x)- l.lj':_;f'(a:)

1.2.3 ° /]

En continuant de la méme maniére, et observant que les quantités

W, ——H, —

1.2 1.2.3“”

s'évanouissent toutes avec %, on établira généralement I'équation

Sf(x +h) = f(x) =L fl(z)— T’%j"(w)-—...

(6) -
’ ______I’u_l_f(nﬂ)(w)_ h* @) (& + Oh)
1.3.3.. (st —1) T 1.%...n
oy
ho, ”'
‘f(.r+/t)::f(a;)+;f(z)+ ;-.—zj(.zr)-c-...
(7) ¢ :
fin-1 Y
+1.~1.3...(n-—l)f( @)+ l.a...nf( WE ),

Si I'on y remplace = par o, et & par -, on trouvera

§fm = /(@) + Zf(0) + E fo(0) +...
®) - :

Q ah—t x

METr AR MU v mvTARR
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I suit de Ia formule (7) que la fonction f(z 4 4) peut étre consi-
dérée comme composée d’une fonction entiére de %, savoir

@ S+ po) e ey e — By,
' 1 1.2 T nad o (n—1) !
et d'un reste, savoir
Il"
(10) T3 (@ Ok,

Lorsque ce reste devient infiniment petit pour des valeurs infiniment
grandes du nombre #, on peut affirmer que la série

' Rt
(1) s@) hf(z), 2 e,

est convergente, et qu'elle a pour somme f(x + %). Donc alors on
peut écrire 'équation

(12) flo+ by=f@)+ 2 () + 2 pray +..

qui est précisément la formale de Taylor. De méme, si le reste

ah
(13) 3 S (0)
devient infiniment petit pour des valeurs infinies de », 'équation (8)

entrainera la suivante

(16) f@)= 10+ 2 () + Z o)+ ...,

fqui est précisément la formule de Maclaurin.
I est souvent utile de substituer aux expressions (10) et (13)
d’antres expressions équivalentes. On peut y parvenir comme il suit.
Désignons par ¢(s) ce que devient le premier membre de I'équa-
tion (6) quand on y remplace & par 2 —s et # par -+ 5, ou, en
d’autres termes, lc reste qu'on obtient quand on développe f(x + 4)
suivant les puissances ascendantes et entieres de & — s, et que I'on
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sarréte & la puissance du degré » — 1; en sorte qu'on ait

' V(“’*")‘: (@ 4+5)4...
(15) < P
( +-I.Tg..:’(n—x)fm-n(‘”"'"’)+‘?(5)-

z(o) représentera la valeur commune de chacun des membres de
’équation (6). De plus, en differentiant par lapport a z la for-
~mule (15), on trouvera

(16) P(s) =— — LT (o 2y,

1.2.3...(n—1)

et'on en conclura

' o(h)—o(o) _ (h— Qh)ye-
(17) I T 5. (e —1)

S0z + 0k)

ou, parce que & (%) se réduit évidemment i zéro,

(I:— 912)" -1
1.2.3,.. (e —1)

(18) g(o) = L fu (e 400y,

La valeur précédente de (o) n’est autre chose que le reste de la
série de Taylor présenté sous une nouvelle forme. Si, dans ce reste,
on remplace 2 par o, et A par z, on obtiendra le reste de lasérie de
Maclaurin sous la forme suivante : ‘

(.r—~0r)

(19) 1.2.3..

f”"(@.:v)

I suffit, dans plusieurs cas, de substituer ce dernier produit 2 'ex-
pression (13) pour établir la formule (14). Supposons, par exemple,
(20) Slz)y=(+ 2z,

i désignant une constante réelle. Les expressions (13) et (19) devien-
dront respectivement

(2!) H'(F'_')o..(p.—n_l_l)

n w--n
1.2.3...0 2" (1+0x)
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el

(22) » F((fizl):;'7'((1‘;:’:7)—!‘-:1‘)}”“(' =)=t - Gz
Cela posé, on prouvera facilement, 1° & I'aide de expression (21),
que P'équation

(23) (!+w)“=1+%w+ﬁ—(‘:—3—-ﬂm’+...

subsiste quand la valeur numérique du rapport

4

I/ X
(24) 1+ 0x

est inférieure 4 I'unité; 2° & aide do Iexpregsion (22), que Péqua-
tion (23) subsiste quand le produit '

1 — 6

(33) V4 0x

est compris entre les limites — 1 et 1. Par suite, il suffira d’employer
I'expression (21) pour établir la formule (23) entre les limitesz = o,
@ = 1. Mais il faudra revenir & 'expression (22), si I'on veut étendre
la méme formule & toutes les valeurs de x comprises entre les limites
r=-—1,r=-+I.



