Le jeu de Pile ou Face

M.Gouy G.HUVENT A.LADUREAU

13 novembre 2002

Pierre et Paul jouent & pile ou face. Pierre joue le premier. S’il ameéne pile, il gagne ’enjeu, sinon, Paul joue.
11 a le droit de jouer deux fois de suite et il gagne l'enjeu dés qu’il améne pile. Si cela n’arrive pas, c’est Pierre qui
rejoue, il a le droit de jouer trois fois de suite etc ..

Probléme 1 FEvaluer la probabilité py que Pierre a de gagner

1 Exemples de Parties

Si on désire voir un éléve s’investir pleinement dans cette activité, on peut, dans un premier temps lui proposer
Pactivité suivante

a Compléter quand c’est possible le tableau ci-dessous :

o | T | e [T | e | [ Nombre de lancers | Gagnant
P 1 Pierre
F FF FP
F FP
F FF FFF P

10

12

17

b Lorsque Pierre joue pour la premiére fois, il a droit & un lancer et pour la seconde fois a trois lancers. Calculer
lorsque Pierre s’appréte a jouer pour la éniéme fois (en supposant que Pile ne soit pas sorti)
— Le nombre total de lancers déja effectués par Pierre et Paul.
— Le nombre de jets auquel a droit Pierre.

¢ On se propose de simuler I'expérience afin de donner un intervalle de confiance de la probabilité py au seuil de
confiance de 95 %.
¢ Dans le cas ou 'on ne simule qu’une partie. On peut demander & un éléve :

1. De préciser quelles données on doit connaitre et de quelles variables on a besoin.
2. De décrire a la main le début d’une partie.
3. De préciser quand celle-ci se termine, quand change-t-on de joueur et comment varient les variables citées
précédemment 7
4. D’écrire un algorithme décrivant une partie.
¢ Dans le cas ot 'on simule N parties. On décide de stocker le nombre de parties gagnées dans une liste de deux
éléments. Le premier terme contenant le nombre de victoires de Pierre, le second terme concernera Paul.

On peut alors demander d’écrire un algorithme simulant la répétition de N parties et donnant un intervalle de
confiance de py au seuil de confiance de 95 %.
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2 Simulation sur une calculatrice ou ordinateur

On appelle jeu la période pendant laquelle un joueur lance la piece. Un jeu est composé de jets (ou coups) dont
le nombre est variable. Un jeu s’achéve donc lorsqu’un joueur ameéne pile, ou lorsqu’il a épuisé le nombre de coups
permis.

2.1 Les variables nécessaires

¢ Pour la simulation d’une partie les variables suivantes sont nécessaires.
La variable M qui dénombre le nombre de coups autorisé au joueur & chaque jeu.
La variable K qui compte le nombre de coups déja joués au cours d’un jeu.
La variable J qui correspond au numéro du joueur (Pierre correspond & J =1, Paul a J = 2)
La variable F' qui est un booléen égal a 1 lorsque la partie se termine..
¢ Pour la simulation de N parties, on a besoin en plus des variables précédentes de :
La valeur de N.
La variable Listel qui est une liste de deux éléments, composée du nombre total de coups gagnants pour Pierre
et Paul.

2.2 Algorithme

L’algorithme suivant correspond & la simulation de N parties. (Les doubles astérisques ** indiquent un commen-
taire)

Demander le nombre d'essais N
Initialiser L1 a {0;0}
Dela N
** Déroulement de la Partie
Mettre 1 dans M; 1 dans J et 0 dans F ** Tnitialisation des variables
Tant que F=0  ** Tant que la partie n’est pas finie (soit F = 0)
Mettre 1 dans K
Tant que K< M+1 et F=0 **Tant que le joueur n’a pas joué¢ tous ses coups et partie non finie
Si pile tirée
Alors mettre 1 dans F
Fin du si
Augmenter K de 1
Fin du tant que
Si J=1 Alors J=2 Sinon J=1 ** On Change le joueur
Augmenter M de 1 ** e joueur suivant a un coup de plus
Fin du tant que
** Fin de la Partie
Ajouter 1 a L1(J)
Fin du pour

) L1
Afficher ~
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2.3 Programmation sur calculatrice

Les programmes suivants permettent la simulation de N parties.

TI-89 TI-83 Casio
pileface(n) Prompt N "N=" ?—N
Prgm {0,0}—L1 {0,0}—List1
Delvar 11,i,m,k,f,j | For (I,1,N,1) For 1—I to N Stepl
{0,0}—11 1-M :1—J :0-F 1-M :1—-J :0-F
For i,1,n,1 While F=0 While F=0
1—-m :1—j :0—f 1—K 1—K
While £=0 While K<M and F=0 | While K<M and F=0
1—k If rand<0.5 If rand#<0.5 then
While k<m and f=0 then 1—F
If rand()<0.5 1—F IfEnd
then End K+1—K
1—-f K+1—K WhileEnd
Endif End If J=1 then
k+1—k If J=1 2—J
EndWhile then Else
If j=1 then 2—J 1—J
2—] Else IfEnd
Else 1—J M+1—M
1—j End WhileEnd
EndIf M+1—M List1(J)+1—List1(J)
m+l—m End Next
EndWhile L1(D)+1-L1(J) List1/N
11[j1+1—>11[5] End
EndFor Disp L1/N
Disp 11/n
EndPrgm
2.3.1 Exemples de résultats obtenus
Remplir le tableau suivant
N | 100 | 100 | 500 | 500 | 1000 [ 1000 | 2000 | 2000 | 5000
f

On laisse au lecteur le soin de modifier I'affichage final pour faire apparaitre I'intervalle de confiance demandé.
Voici les résultats obtenus par les auteurs & ’aide d’'une TT 89.

N [ 100
7 1065

100
0,7

500
0,674

500
0,504

1000
0,605

1000
0,623

2000
0,6085

2000
0,6205

5000
0,6136
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2.4 Programmation sur ordinateur

Voici un exemple de programmation en Maple de la simulation

> pileface :=proc(n) local 11,m,j,f tirage,i,k;
m :=1 jtirage :=rand(1..2);

11 :=array(1..2);11[1] :=0;11]2] :=0;
for i from 1 to n

do

m :=1;j :=1;f :=0;

while f=0

do

k :=1;

while k<m+1 and f=0

do

if tirage()=1 then

f:=1;11[j] :=11[j]+1;

ﬁ .

k :=k+1
od;

if j=2 then
j =1

else

j=2;

fi;

m :=m+1;
od;

od; 11[1] :=11[1] /n;
1{1];

end;

Et les résultats pour trois simulations
> pileface(1000);

123
200

> pileface(10000);

356
625

> pileface(5000);

1519

2500
3 0,615, 529 _ 6176, 22 _ ¢ 6076

On peut également préciser les val hées, =2
n peut egcalemen reclser les valeurs a rocnees, ——
peut g P PP " 200 625 2500

3 A la recherche de la valeur exacte de pg

On suppose que la piéce a une probabilité p de fournir pile et ¢ = 1 — p de fournir face (Afin de d’obtenir un
résultat plus général).

La premiére fois que Pierre joue, il dispose d’un seul jet. La probabilité pour qu’il gagne a l'issue de ce jet est
égale a p; = p.

La seconde fois qu’il joue, il dispose de trois jets et les trois coups précédents (celui de Pierre et les deux de Paul)
ont déja donné face. La probabilité qu’il gagne ’enjeu lors de ce deuxiéme jeu est

p2=¢" (p+ap+q°p)
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La troisieme fois qu'il joue, il dispose de cing jets et (1 + 24 3+ 4) = 10 coups ont déja donné face. La probabilité
qu’il gagne I’enjeu lors de ce troisiéme jeu est

ps=q"(p+ap+p+’p+q'p)

Plus généralement, lorsqu’il joue pour la éniéme fois :
Il dispose de 2n — 1 essais et
1+243+44+5+.. +2n—-2= M%MD =(n—1)(2n — 1) coups ont déja donné face.
La probabilité qu’il gagne ’enjeu lors de cet éniéme jeu est

pn = "V (ptgp+Ppt o+ g2

2n—2
q(nfl)(anl) X p X Z qk:)
k=0

1— q2n—1
I—gq

p)

— q(n—l)(2n—1) X p X

On en déduit que la probabilité py que Pierre a de gagner est
S~ -y L= ¢
1 n— n—
pl1+ T;) q T

+oo
= 1—q+ Zq(n—l)(2n—1) (1 _ q2n—1) carp+q=1

n=0

DPo

—+o0

— Zq(nfl)(anl) (1 . q2n71)

n=1

11 n’existe pas de forme close! de cette expression , on se contente de deux applications numériques.
1 1
Pour p = 3 et g = ok on trouve pg ~ 0,61032.
1 5
Pour p = = (c’est le cas ou l'on joue avec un dé a six faces, le six étant gagnant), on a ¢ = 5 et pg =~ 0,52391. Dans
ce cas, le jeu semble plus équitable.

Remarque 1 On constate que
+oo

po=p+ Zq(n—l)(2n—l) (1 _ q2n—1) >p

n=2

Série a termes positifs

Ainsi pg > p, ce qui est normal, cependant on va voir qu’il y a plus surprenant!

3.1 Etude lorsque ¢ tend vers 1
3.1.1 Analyse expérimentale du probléme

On peut se poser la question suivante : quelle valeur doit avoir ¢ pour que le jeu soit équitable i.e. pour que py = % ?

Dans un premier temps, on peut faire un tracé approché de la fonction pg (¢) = 321 ¢(n=1n—1) (1—¢*1).

Le logiciel Maple permet d’obtenir le tracé suivant en calculant avec 20 décimales.

1Une forme close est une forme ot le symbole ¥ n’apparait plus.
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0 02 04 06 0.8 1
Trac de pp (¢q) avec Maple

Si on désire obtenir un tracé avec une calculatrice telle qu’une 7% 89 ou 92, on tronque la série’ a n = 20.
On obtient alors

|v{—| 55 W iZEEE

e v 1 G FE+ |_FE™
it *s PrngD ERRAIS | - E Edalaly} Tr*ac,E- Regr‘aph Math(Oraw]-

20
. 5 [q(n -11(2-n- 1]_[1 - 1]]+ (e
=1
"
w2 IRC]—g (2 ¥n—12) n. 1,200+ Cq.. i HA
FIRIN FHD_AUTH FUNC 171 FiRIN hRD AUTD FUNT

1
On constate que py > 5 pour ¢ € [0,1], c’est trés surprenant mais peut se comprendre. Manifestement le premier
joueur a un avantage (celui de jouer en premier). On remarque, de plus que
2 1
lim ==
q_}17100 (9) 5

le point d’interrogation est 1a pour rappeler qu’il ne s’agit que d’une conjecture. Ce résultat est surprenant, il signifie
que pour rendre le jeu équitable, il faut qu’aucun des deux joueurs ne puisse gagner !

Il reste a prouver ces affirmations. Pour cela on regarde un peu les premiéres sommes partielles de la série définissant
po- On a

anIQn 1)( 2n 1) = 1—gq

n=1

anIQn 1)( 2n 1) _ 1*(]4’(]3*(]6
n=1

anIQn 1)( 2n 1) _ 1*q+q3*q6+q10*q15
n=1

anIQn 1)( 2n 1) _ 1*q+q3*q6+q10*q15+q21*q28
n=1

2(’est, pour 'instant, totalement arbitraire. Il s’agit de faire une étude expérimentale. On montrera que tronquer & n = 20 est déja plus
que suffisant...
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“+o0
Cela suggere que la série py (¢) peut s’écrire Z (—=1%) n on (ag), = (0,1,3,6,10,15,21,28, ....).
k=1

Il reste & identifier les (ay),. On utilise une 7astuce’ de tests de QI”. On calcule la série des différences? (Aay),, ou
Aak. = Q41 — Ak.
On obtient alors

(Aag), = (1,2,3,4,5,6,7,...)

(Apres coup, cela semble évident, mais méfions-nous des évidences...).
On conjecture que
apr1 —ap =k+1

soit en sommant

ar—ag = (ap—ag_1)+ (ag—1 —agr—2)+ ...+ (a1 —aop)
= k+(k+D)+..+1
kE(k+1)
B 2
ce qui donne
+oo
k(k+1)
po(g) = (-1)"q >

k=0

Cette expression est plus élégante que celle obtenue précédemment. A-t-elle un intérét supérieur® ? Si cette derniére
expression est vraie, elle s’avére trés intéressante pour un calcul numeérique. Il s’agit en effet d’'une série alternée.
On sait alors que si Sy est la somme partielle au rang N, le reste d’ordre N, pg — Sy est du signe de (—1)N et est
inférieur, en valeur absolue, au premier terme négligé.

Si on désire une valeur approchée a 10719 prés de py il suffit de considérer Sx ot N est tel que

gN+1)2gN+2) (N —+ 1) (N —+ 2) > _ 10In10

<1070 —=
- 2 - Ing

q

Une condition suffisante plus simple est (car N2 < (N + 1) (N + 2))

N> 20In10
- Ing
’ 201n 10 . . . . ) ) .
Une étude montre que g (q) = o est croissante (mais qui en aurait douté?). La résolution de g (q) = 40
nq
donne g ~ 0,992.
+oo
Ainsi lorsque 1'on a tracé, avec une calculatrice le graphe de pg, on a tronqué la somme Z g(n—D@n=1) (1 — q2"_1) a

n=1
n = 20. Cela revient a remplacer pg par Syg.
Théoriquement®, sur Pintervalle [0 , 0,971] la valeur de Sy différe de moins de 1071° de celle de pg. Le tracé obtenu
peut étre considéré comme exact sur cet intervalle.

3Dans de nombreux tests de QI (Quotient intellectuel), on demande de compléter une suite logique. En général, ces suites sont des suites
récurrentes & 2 (ou plus) termes. Il suffit d’appliquer I’astuce donnée une (ou plusieurs) fois pour répondre au test.

4Pour d’autres exemples d’utilisation de la série des différences, on pourra consulter aussi [2]

511 ne s’agit pas d’une question anodine. C’est un probléme majeur en calcul formel. Parmi les différentes formes d’une expression quelle
est la plus intéressante ? Laquelle, un logiciel de calcul formel, doit-il privilégier et fournir a 'utilisateur ?
On verra que les deux expressions trouvées pour pg sont intéressantes, mais pour deux problémes différents.

6Le résultat est numériquement moins bon, cela est dit aux erreurs d’arrondis.
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3.1.2 Preuves des différentes conjectures

On montre maintenant les résultats conjecturés. En particulier 'expression de pg sous forme de série alternée.

+oo +oo
Z q n—1)(2n—1) ( 2n 1) — Z q(n—l)(2n—1) _ an(Z'n—l)
= n=1
(2n—2)(2n—1) 2)(2n 1) (2n—1)x2n l)><2'n.
S Wl 3
n=1 n=1
= 2k 2k+1 = 2k£2k—12
_ Z(*1)2kq Z 2k 1 S
k=0 k=1
= B(k+1)
ko Eletrl)
= Y (-1)fq >
k=0

Pour ¢ € [0,1], les séries qui interviennent dans ces manipulations sont absolument convergentes, ce qui justifie les
égalités.
Il s’agit maintenant de déterminer

= k(k+1
I ~1)Fq 2
[Jim. kZ:O( )*q

On va voir que c’est la premiére expression de py qui va étre utile. On utilise les deux résultats suivants (dont les
preuves sont données en annexe).

Théoréme 2 Soient Y anx™ et Y b,z™ deux séries entiéres de rayon de convergence supérieur & 1.

a
On suppose que b, >0 et que >_b, diverge. S’il existe { € C tel que lim,,_, o, — = ¢ alors

bn,
+o00o
S
lim 2=0—— =

xi»nl’l* too
St
n=0

n A0+A1++An

=/ alors

Corollaire 8 Pour n € N, on pose A,, = oak. Sl existe £ € C tel que limy,_, 4 o

n+1

+oo
lim Z anx™ =1

r—1

n=0

Remarque 4 Ces résultats sont dis o Ernesto Cesaro’ .

1l s’agit de calculer A pour notre série. Quelques instants de réflexion permettent de se convaincre que Ax = 1 ou
Ay, = 0. Le changement de valeur ayant lieu pour k = @ oui € N.

7

Cesaro Ernesto (Naples 1859-1906) Mathématicien italien,
son oeuvre est variée. Il est connu pour le théoréme suivant :
si la suite (un),, converge vers £, alors la suite des moyennes
ug+ ... +uw . . .
op = % converge aussi vers £. On lui doit un
n
résultat important en théorie des nombres : la probabilité
que deux nombres entiers soient premiers entre eux (i.e.

sans diviseur commun autre que 1) est -
™
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Si on observe empiriquement les valeurs de A on obtient :

(Ak?)k::(l 70707 1 7171707070707 1 717171717 0 70707070707
k=0 k=3 k=10

1 7171717171717070707070707070717)
k=15 k=21=3x(2x3+1)

La suite (Ay), peut étre découpée en tranches o Ay = 1 puis Ay = 0.
Ce résultat est simple & prouver®. Pour cela, on revient & la premiére expression de py.
Dans la série

+o0 Foo
Zq(nfl)(anl) (1 _ q2n71) _ an(an) (1 _ q2n+1)
n=1 n=0
chaque indice contribue & deux coefficients a,(2p4+1) = 1 et apq12p41) = —1.
Ainsi
n2n+1)<k<n+1)2n+1)= Ar=1
et
m+1)2n+1)+1<k<(n+1)(2n+3) = A =0
En résumé

S’il existe i e Ntel que n(2n+1) <k < (2n+1)(n+1) alors 4, =1
Sinon A =0
On peut maintenant évaluer la moyenne des (Ag),.
Sur la "tranche" n(2n+1) <k < (n+1)(2n+3),ona Ay =1 pour 2n+1)(n+1) —n(2n+ 1) = 2n + 1 valeurs
de l'indice et A, =0 pour (n+1)(2n+3) — (2n+1)(n+1) =2 (n+ 1) valeurs de l'indice.
La moyenne des Ay sur cette tranche est donc de

2n+1 _2n+1 _ 1
m+1)(2n+3)—n@2n+1) 4n+3 n—too 2

La moyenne des moyennes sur chaque tranche tend donc vers % (C’est le théoreme célebre de Césaro).

Plus rigoureusement si n (2n+1) < k < (2n+ 1) (n + 1) alors

Ao+-+Ar = Ao+ + Ay + -+ Aty -1 + A@iryiry T Agrn@iesy -1 T
ici Aj=1 pour 2i+1 indices ici A;=0 pour 2(i+1) indices
+ An(2n+1)—1 + An(2n+1) +o+ Ag
—— ~

Dernier indice d’une tranche compléte Début d’une nouvelle tranche, tous les termes valent 1
= 143454 +2(n—-1)+(k-n2n+1)+1)
= n?+(k—n2n+1)+1)
= k+1-n(n+1)

etsi(2n+1)(n+1) <k <(n+1)(2n+3) alors

Ao+ + Ay = Ao+ + An@nsn) +  F Ant () -1 T A@nt 1)) —1 + - + A
On a n+1 tranches de 1 les suivants sont nuls
= 14+3+5+---4+2(n+1)+0...40
= (n+1)

On en déduit quesin(2n+1) <k < (n+1)(2n+3), on a

n@n+1)—nn+1)=n><Ag+ Ay + ... + A, < (n+1)°

1+ (=1) | =

8En fait, il est plus "amusant" (mais inutile pour notre propos) de prouver que Ay = 5 ou |z] est la partie entiére

de x.
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d’on )
n? cAot At A A (n+1)

n(2n+1)§k<(n+1)(2n+3):>(n+1)(2n+3)+1* k+1 “n2n+1)+1

Pour conclure, on peut remarquer que pour chaque valeur de k, il existe un unique® n tel que n(2n+1) < k <
(n+1)(2n + 3) et que cet entier n tend vers +oco quand k tend vers +oo. Par le théoréme de ’encadrement, on peut

conclure &
. Ag+ AL+ ...+ A 1
lim = —
k—+o00 kE+1 2

On applique enfin le corollaire 3 pour finir la preuve de lim pg (¢) = %
q—1~

4 (Généralisation possible

Si on suppose que trois joueurs, Pierre, Paul et Jacques reprennent le jeu précédent en utilisant la méme régle (le
nombre d’essais augmente de 1 & chaque fois), on obtient les résultats suivants.
La premieére fois que Pierre joue, il dispose d’un seul jet. La probabilité pour qu’il gagne a l'issue de ce jet est
égale a p.
La seconde fois qu’il joue, il dispose de quatre jets et six jets ont déja donné face. La probabilité qu’il gagne ’enjeu
lors de ce deuxiéme jeu est
p2=4¢"(p+ap+’p+¢°p)

La troisiéme fois qu’il joue, il dispose de sept jets et (1+2+3+4+5+6) = 21 jets ont déja donné face. La
probabilité qu’il gagne ’enjeu lors de ce troisiéme jeu est

ps=¢"'(p+ap+p+p+-+¢°p)

Plus généralement, lorsqu’il joue pour la éniéme fois, il dispose de 3n —2 jetset 1 +2+3+4+4+5+---+3n—3 =
(3”_3)(12‘*(3"_3)) = 3(”_1)2(3"_2) jets ont déja donné face. La probabilité qu’il gagne I’enjeu lors de ce éniéme jeu est

3(n—1)(3n—2 _
o= q (p+ap+p+ ... +¢*"°p)

3n—3

3(n—1)(3n—2) k

= q 2 Xp X E q
k=0

1— q3n—2

1—gq

3(n—1)(3n—2
2

= q X P X

On en déduit donc que la probabilité py que Pierre a de gagner est de

ey 3(n—1)(3n—2 1 _ q3n72
poo= p(da T XpX———
—4q
n=1
= 3 13 2
_ ZqJ";%"_*l (1 _ qgn_z)
n=1

i ili : . . 1
Si on utilise le corollaire 3, on montre facilement!? que luri po = 3
qAP
—1++1 k
9Cet entier vaut n = +T+8

190n peut prouver que si (a,b,c,a, 8) € R avec a > 0, on a

Lo 2 [e%
lim an“+bn+c (1 _ an+ﬂ> _- =
q—1— kz::o 1 1 2a

cf [1], page 116, pour une démonstration utilisant la formule d’Euler-Mac Laurin. La méthode exposée ici ne s’applique que si a > 0, > 0
et 2a > a.
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Les amateurs généraliseront sans probléme le cas ou m joueurs s’affrontent pour obtenir

+oo

m(n—1)(m(n—1)+1) _
po = Z q n (1 _ gmin 1)+1)>

n=1

1
Cette probabilité tend vers — quand g tend vers 1. De plus, a ¢ fixé,
m

m—-+00 m— 00

+oo
lim po(m)= lim Z = B (o)1 (1 _ q(77L(7L—1)+1)>
n=1

L. m(n—1)(m(n— _ .
En effet la série 3% ¢ S (1 — g(m=D+1)est normalement convergente si g € [0,1 — e[ car
<

< m(n—1)(m(n—1)4+1) 1 (m(n71)+1) 1 (n—21)2
O=a g (1-q )<(1-e) =
onc oo 1 .
. - B . m(n—1)(mn—m _omn—mely _
= L S g g <y

Indice n=1

ce qui est raisonnable, car si le nombre de joueur est infini, le premier joueur ne peut gagner qu’au premier jet (il ne
va plus rejouer).

Jrem-] ille
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Annexe

Théoréme 5 Soient Y anx™ et Y b,z™ deux séries entieres de rayon de convergence supérieur & 1.
On suppose que by, > 0 et que Y b, diverge. S’il existe £ € C tel que limy,—, 1o b—" = /{ alors

n

—+o0
E anx"

. n=0 _
;c]i»nl’l* oo =t
S

n=0

Preuve. Soit e > 0 et ng € N tel que Vn > ng, |an, — by,| < €by,. Alors

+oo +o0
Yz € [0,1], Z (an —lby)z™| <e Z bz
n=no n=no
d’ot
+oo no—1 +oo
vz € [0,1], Z (an — €by) x| < Z |ay, — &by 2™ + ¢ Z bnz" *)
n=0 n=0 n=ngp

On utilise le lemme suivant

Lemme 6 Sib, >0 et si ) b, diverge alors lim, -1 Y bpz™ = 400

_ Preuve. En effet, Y b,x™ est une fonction croissante sur [0, 1[ elle admet donc une limite en 1~ (limite dans
R = RU{—00, +0o0}).

Puis YN e Nyz € [0,1], 3252 b2 > SN 2™ dlo limg_y 1 S50 bpa > limg -1 S0 bz = SN b,
Majs Zg:() b o 400 en tant que somme partielle d’une série divergente & termes positifs . ®

—+o00

Du lemme il découle qu’il existe n € 10, 1] tel que

ZZO:Bl an — b, | "

Vee[l—n1], -
nzm b"‘rn
Enfin d’apres Uinégalité (%),
+o00o n
oo (an — Lby) ‘ +oo o om
Veell—n1], =|&=n=0"" <2
Lot T b

Ag+ A1+ ...+ A,
n+1

Corollaire 7 Pour n € N, on pose A,, = ZZ:O ay. Sl existe £ € C tel que lim, 1 =/ alors

+oo
lim Z apx” =¥

1-
= n=0

Preuve. Par un produit Cauchy, il vient Va € [0,1],

400 +o00 1 +00
Z (ao +a1+---+ an) " = ZAHCL'” = m Z anfL'n
n=0 k=0 n=0
Z(A0+Al+"'+An)xn: ZA"xnz—zzanxn
— l—a (1-2)" =

]rem~Li”e
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Mais on a également

D’apreés le théoréme,

lim =/
r—1— :L_z% (n -+ 1) xn
1l vient alors
+oo
lim -
Jim Z anT I
n=0
|
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