La percolation

Apres avoir introduit les principales notions permettant la compréhension
des processus de percolation et la notion de probabilité critique, nous étudierons
le processus de percolation par lien de Bernouilli sur différents types de graphes.
D’abord sur les arbres (infinis), nous verrons que le processus de percolation
dépend ici de la géométrie de 'arbre ; puis sur les réseaux cubiques en dimension
d, pour lesquels nous montrerons que la probabilité critique n’est pas triviale
(i.e. différente de 0 ou 1).

Une introduction assez complete et accessible a la percolation peut étre
trouvée dans [1].

1 Généralités
1.1 La percolation par liens

Soit G = (V,E) un graphe, dont V est ’ensemble des sommets, et E 1’en-
semble des arétes. Soit = {0,1}¥. Soit w € Q. On dit qu'une aréte e € E est
ouverte si w(e) = 1, et qu’elle est fermée si w(e) = 0.

Soit, pour e € E, 1, une mesure de probabilité sur {0, 1}. Pour chaque e € E,
soit alors pe € [0,1] tel que pe(1) = pe, €t p1e(0) =1 — pe.

On définit alors une mesure de probabilité P sur (£, F), ou F est la tribu en-
gendrée par les cylindres, c’est-a-dire les ensembles de la forme {w € ), w(ey) =

T, ..., w(€m) = Ty} ot les x; sont a valeurs dans {0, 1} et m € N*. Alors
P:= H Lhe-
ecE

On ne considerera ici que le processus de percolation de Bernouilli de pa-
rametre p, ou tous les p., e € E, sont égaux a p € [0,1] un réel fixé. On note
alors la mesure de probabilité obtenue : P, := P.

Une configuration w € ) est identifiée au sous graphe G(w) de G, défini par :

G(w) = (V,E(w)),

E(w)={e€E, w(e) =1}.

Un chemin sur G est dit ouwert si toutes les arétes qu’il emprunte sont
ouvertes. Si z,y € V, on note x < y ’événement : “il existe un chemin ouvert
reliant « & y”. On définit alors, pour x € V, le plus grand sous graphe ouvert
connexe contenant x :

C(z) :=C(z,w):={y eV, z <y}



On dit qu'il y a percolation s’il existe un sommet x € V tel que |C(z)| = oc.
Il est intéressant de connaitre les valeurs du parametre p pour lesquelles il y
a ou non percolation. Pour z € V, P,(|C(z)| = 00) est clairement une fonction
croissante de p. Ceci motive la :
Définition On appelle probabilité critique le réel p. € [0, 1], défini par :

pe :=sup{p € [0,1], P,(3z € V,|C(z)| = 00) = 0}

(cette définition est cohérente, car bien siur Po(3x € V, |C(z)| = 00) = 0).

Et cette probabilité critique possede la propriété remarquable suivante : si
p < pe, alors Pp(3z € V,|C(z)| = 00) =0, et sinon P,(Ix € V, |C(z)| = o0) = 1.
Autrement dit, au dessus de la probabilité critique, il y a percolation (avec
une probabilité égale a 1), tandis qu’en dessous la probabilité pour qu’il y ait
percolation est nulle. Ceci est exprimé par le :

Lemme 1.1 Dans le processus de percolation par lien sur un graphe connezxein-
find,
P,(0 < 00) :=P,(|C(0)] =00) =0« P,(Fv eV, |C(v)]|=00) =0

et, dans le cas contraire, Pp(Jv € V, |C(v)| =o00) = 1.

Démonstration Supposons p # 0 (le lemme est vérifié si p = 0).
Alors {0 «» oo} C {3v € V, |C(v)| = oo}, donc en passant aux probabilités,
on obtient : P,(0 < o0) < Pp(Jv € V, |C(v)| = o0), d’ott une des deux
implications.

Réciproquement, si P,(0 < 00) = 0, soit v un sommet du graphe vérifiant
Pp(v < 00) #0.

Alors P,(0 < 00) = Py(v < o0)p! > 0

ce qui contredit ’hypothese (I est la longueur d’un chemin reliant 0 et v, ouvert
avec la probabilité p'). Donc Vv € V, P,(v < 00) =0, et

P,(30 € V, [C(v)] = 00) = Pp(|J{v = 00}) < 3. Pylv = 00) = 0
veV veV

d’out autre implication. (On se place dans le cas V dénombrable, ce qui est le
cas des que le nombre d’aréte incidentes est dénombrable en chaque sommet du
graphe).

Le fait que P,(3v € V, |C(v)| = o0) € {0,1} découle immédiatement de la
loi du 0—1 : I'existence d’une composante connexe infinie ouverte ne dépend pas
de ’état (ouvert ou fermé) d’un ensemble fini d’aréte, quel qu'’il soit. Autrement
dit, quelles que soient les arétes ey, ..., e,, 'événement {Jv € V, |C(v)| = oo}
est indépendant de ’état de ces arétes eq, ..., e, considérées.

Or la loi du 0 — 1 de Kolmogorov assure qu'un tel événement est alors
indépendant de lui-méme (en effet il appartient & la tribu engendrée par les
variables aléatoire qui décrivent 1’état des arétes, celle-ci décrivant 1’ensemble
de notre systeme. Etant indépendant de toutes ces variables, il est indépendant
de tout événement de la tribu engendrée, donc de lui-méme).

Et un événement A indépendant de lui-méme ne peut étre que de probabi-
lité 0 ou 1, puisqu'’il vérifie P, (AN A) =P, (A) - P, (A), c’est-a-dire P, (A) =



P, (A)®. (Pour une démonstration plus rigoureuse de la loi du 0 — 1 de Kolmo-
gorov, se reporter a [2]).
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1.2 La percolation par sites

Dans le processus de percolation par sites, on déclare “ouverts” ou “fermés”
les sommets d’un graphe G = (V, E) plutot que ses arétes, comme c’était le cas
dans le processus de percolation par liens.

Un chemin est dit ouvert si tous les sommets qu’il emprunte sont ouverts,
on note encore, pour = € V, C(z) le sous ensemble de V constitué des éléments
de V pouvant étre reliés a x par des chemins ouverts. Soit, pour tout € V, u,
une mesure de probabilité sur {0, 1}. On définit une mesure de probabilité Pffte
sur {0,1} comme le produit :

Pffte = H -

zeV

site

On pose de facon analogue :  p5¢ = sup{p, 0°*(p) = 0}

N.B. Tout processus de percolation par lien peut étre ramené a un processus
de percolation par site.

Soit en effet G = (V,E) un graphe, {jie}ecr des mesures de probabilité sur
{0,1}. On construit alors le graphe G’ = (V' E'), ou :

-V =E

— E' = {(zy), (v;y) € E?, z #y, z et y ont une extrémité commune}

A un chemin ouvert d’arétes dans G correspond un chemin ouvert de som-
mets dans G/, et un processus de percolation par lien sur G induit canonique-
ment un processus de percolation par sites sur G'.

La réciproque est fausse : par exemple, on peut voir qu'un processus de
percolation par site sur L? ne peut pas étre étudié comme un processus de
percolation par lien sur un autre graphe.

Notons également que les probabilités critiques des processus de percolation
par lien et par site, sur un graphe donné, sont reliée par la relation :

Théoréme 1.2 Soit G = (V,E) un graphe connexe infini d’origine 0, de degré
mazimal A < oo (i.e. chaque sommet est relié a au plus A autres sommets).

Alors
< plclen < psite <1-— (1 _plcien)A.

c

1.3 Exemples d’application

Supposons qu’on ait un mélange homogene de deux matériaux sous forme
de poudre, 'un étant conducteur et pas ’autre. La probabilité que le courant
puisse passer d’un grain a son voisin sera manifestement une fonction croissante
de la proportion du matériau conducteur. Le processus de percolation est dans
ce cas un modele qui nous permettra de dire si le mélange est ou non conducteur.

De nombreuses autres situations physiques peuvent étre modélisées par des
processus de percolation. Citons par exemple le ferromagnétisme, des écoulements
de liquides dans des matériaux poreux, la propagation du feu dans une forét...



2 Les arbres

2.1 Préliminaires sur les arbres

Définition On appelle arbre tout graphe connexe sans cycle. On ne considerera
ici que des arbres localement finis, c’est-a-dire que pour tout sommet v du
graphe, le nombre d’arétes issues de v est fini. On appelle ce nombre le degré de
v, on le note deg(v). Cependant, deg(v) ne sera pas nécessairement une fonction
bornée de v.

Dans toute la suite, T = (V,E) désignera un tel arbre, dont l'origine sera
notée 0. On cherche a mesurer la “taille” d’un arbre. L’un des criteres les plus
naturels a considérer est le taux de croissance :

Notation On utilisera 'abréviation “SAW” pour désigner un chemin qui ne se
coupe pas (qui ne passe pas deux fois sur le méme sommet).

Dans un arbre, tout chemin passant une seule fois par chacune de ses arétes
est un SAW : sinon il définirait un cycle, ce qui contredit la définition d’un
arbre.

Définition Soit, pour n € N, S,, = {v € V, |v| = n} (ou |v| désigne le nombre
d’arétes parcourues par 'unique SAW reliant 1'origine a v). S,, est I’ensemble
des descendants de la ni®™¢ génération (on dit que Porigine est de la génération
0).

N.B. S, est fini pour tout n, puisque 1’on s’est restreint a des arbres localement
finis. En particuliers, notre arbre posséde un nombre au plus dénombrable de
sommets.

Définition Soit gr(T) := liminf \Sn\% le tauz de croissance inférieur de T, et
gr(T) := limsup |Sn\% le taux de croissance supérieur de T.

Si gr(T) = g7(T), on parle simplement du tauz de croissance de T, et on le
note gr(T).
EXEMPLE Pour larbre k-aire (chaque sommet a k fils, £ > 1), on a |S,| = k"
pour tout n € N, et donc

2.2 Le nombre de branchement

Des intuitions physiques...

Ecoulement d’eau : Voyons les arétes de I'arbre T comme des tuyaux
véhiculant de 'eau. Soit A > 1. On suppose qu’a une distance n de la racine, le
débit maximal accepté par un tuyau est A~".

Supposons par exemple que T soit I’arbre k-aire T}.

Si A < k, on introduit un débit d’eau § a lorigine, cette eau se sépare dans
chacun des k tuyaux, dans lesquels circule un débit % La premiere génération
étant passée, chaque débit % se divise en k : /TlA < %, et ainsi de suite. Il peut
y avoir un écoulement d’eau de 0 a 'infini.

Par contre, si A > k, le débit total d’eau pouvant passer dans ’ensemble

des tuyaux de S, est k™ x % = (%)n —— 0. Il ne peut donc pas y avoir
n—oo

écoulement d’eau.



Courant électrique : Supposons maintenant que les arétes a distance n
de Dorigine soient des fils électriques de conductance A™". Si A est trop grand,
la conductance entre I'origine et 'infini est nulle; elle ne ’est pas si A est suffi-
samment petit.

Pour ’arbre T}, par exemple, la résistance entre 1’origine et I'infini est :
> (5)

'R ’
n=1 k
qui est finie si A < k, et infinie si A > k.

Définition Soit T = (V, E) un arbre. On appelle cutset de T tout sous ensemble
IT de E tel que tout SAW reliant I'origine a l'infini passe par une unique aréte
de II.

Définition On appelle nombre de branchement de T, et on note br(T), la
quantité :
br(T) := sup{A, l}[rclf]:: Spen AP >0} (1)
II cutset
Dans les modeles physiques présentés précédemment, le nombre de branche-
ment est donc la borne sup des nombres A tels que, respectivement, il peut y
avoir écoulement d’eau a travers des tuyaux de capacités A1l ou que la conduc-
tance entre 0 et oo du réseau électrique avec des fils de conductance A~1?! est
nulle.

Définition On appelle débit toute fonction ¢ : E — R, vérifiant la loi des
noeuds :

Vu eV, Vo fils de u, ¢(uv) = Z o(vw)

weV
w fils de v

On étend le domaine de définition de ¢ aux sommets de T :

Vv e V\{0}, ¢(v) := ¢(uv), ot u est le pere de v
et el :==90):= Y o).

veV
v fils de 0

[|¢]| est appelé débit total. Quand ||p|| = 1, on parle de débit unitaire.

Les définitions du nombre de branchement en termes d’écoulement d’eau ou
de conductance entre l'origine et I’'infini ne sont alors que des reformulations du
fait :

br(T) = sup{), il existe un débit ¢ # 0, Vv €V, o(v) < A7}

qui est lui méme une conséquence immédiate de 1’égalité :

IT cutset

sup{[|¢ll, o(v) < A7 Vol = inf > AT
vell

EXEMPLE On a vu que pour l'arbre k-aire Ty, br(Tx) = k. On a donc ici I’égalité
br(Ty) = gr(Ty). Cette égalité est fausse dans le cas général. Pour voir ceci,
considérons par exemple ’arbre 3-1 ainsi défini :



Iorigine a deux fils.

pour n > 1, S, = {v},...,v5.} (les sommets sont numérotés de gauche a
droite).

~pourn>1, 1<k<g2m, vy a un seul fils.

—pourn>1, 2"t < k< 2", vy a trois fils.

On a alors clairement :
—gr(T) =2
— br(T) =1 (considérer par exemple un écoulement d’eau a travers T)

2.3 Probabilité critique

Dans un processus de percolation de Bernouilli sur un arbre T, on peut relier
la probabilité critique a la géométrie de I'arbre. Elle est en effet donnée par la
relation :

Théoreme 2.1 pe(T) = ‘br(lT)

preuve de p.(T) > ﬁ : Ceci repose sur la méthode dite du premier
moment, qui affirme que pour tout cutset II, on a

{00} C{Tvell, 0 »v}= {0 v}

vell
et donc P,(0 ~ o) <P, ( U {0~ v})
vell
< ¥ P, (0 )
vell
Ici, on a donc P,(0 < o0) < ZUEH p|v\

Soit donc p < br(lT). Alors

p< 1 _inf{}\, A1, inf Y (;)”>o}
sup{/\Zl, l%nf > )\|U>0} 1 cutset VEI

CE
II cutset vell

donc inf 3 pl*l = 0, et, par le premier moment, Pp(0 < 00) = 0, ce qui

IT cutset vell
implique d’apres le lemme 1.1 que p < p.(T). Et donc on a bien
1
T > ——
pC( ) bT(T)



Définition On appelle bord de T, et on note 0T, ’ensemble défini par :

OT — {v eV, vn’apasde fils} siT est fini
| {SAWs infinis issus de 0} si T est infini

Pour u,v € T UJT, on note u A v le sommet de T ou les chemins reliant
Porigine respectivement & u et v, se séparent (uAv € T, sauf dans le cas T infini
et u=v € JT, auquel cas u Au=u € JT).

Si T est infini, si z € V et £ € 9T, on note “x € £’ I'événement “£ passe par

”

xT.

N.B. Un débit unitaire ¢ sur un arbre T supposé infini induit une mesure de
probabilité p sur l'espace (9T, F), ou F est la tribu engendrée par les cylindres
{£ € 9T, v € {}yev, ou p est donnée par :

p({€ € 0T, v e &}) == o(v).

Lemme 2.2 Soit T = (V,E) un arbre (fini ou non) sur lequel on effectue un
processus de percolation de Bernouilli de paramétre p. Soit K la fonction définie

par :

K: 0T x0T — |[l,+o]
(z,y) — m

alors P,(0 < 9T) > Capk (0T)
ou Capk(9T) :=  sup SKl(u) est la capacité de 0T a travers le noyau K,
By u(9T)=
et E&k(p) = [[ K(z,y) du( )du(y) est ’énergie de la mesure u & travers le
z,yedT
noyau K.

preuve du lemme Supposons d’abord T fini. Soit ¢ une mesure de probabi-
lité sur OT, et

10<—>:U
Y =
2 MO
z€dT

On a d'une part E[Y] = > 51 p(x) = 1 (E désigne I'espérance)

1
B — e {0=a)n{0-y)
[Y°] z;@”;T B,(0 < )P0 < 3]

_ Z ZM P,({0 < 2} N {0 < y})

z€dT yedT (O « x)Pp(O = Y)

1
- Z Z P,(0 = 2 Avy)

z€dT yedT
= &k(p)

[Y x 1Y>0]2

et d’autre part E[Y]? = E
< E[Y?] P,(Y > 0) (Cauchy-Schwarz)

7



1
et donc Pp(Y > O) > m

Mais {Y > 0} C {3z € 9T, 0 < z} = {0 <> OT}, et donc pour toute mesure

i, on a Py(0 — 9T) > 5K1(M) ; d’out

P,(0 < 0T) > Capk (0T)

Supposons maintenant T infini, et soit u une mesure de probabilité sur
(0T, F). p induit une mesure de probabilité sur T, := {z € V, |z| = n} (pour
n € N), définie par :

w(x) == p({{ € 9T, z €¢})

Grace au cas fini, ona Pp(0 < T,) > ZE:T u(x)lu(y)K(Ly) (2)
z,y n

Mais si &,n € T, six € £, y € , x Ay est un ancétre (au sens large) de
A, donc Pp(0 — xAy) = Pp(0 — £An), c’est a dire K(z,y) < K(&, 7). Donc :

Ex(n) = /BT /aTK(faﬁ)dﬂ(f)dﬂ(ﬁ)
= 2 /§ /n K(&,m) du(€) dp(n)

z,y€Ty ¥ ze€ ¥ yen

WV

3
z,y€Tn * ze¢ ¥ yen

> nl@)py)K(z,y)

z,y€Th
1
Pp(0 < Ty)

> [, [, K@

V

WV

d’apres (2)

On optimise en pp: Vn >0, P,(0 < T,) > Capk (0T),
En passant & la limite quand n — oo, P,(0 < T},) décroit vers P, (0 < IT) et

P,(0 < 0T) > Capk (9T) O

preuve de p.(T) < Soit p > ﬁ, et soit A tel que 119 <A< A T

existe donc un débit non nul ¢ sur T tel que Yo € V, p(v) < A1
Soit p = H%H' Alors p est un débit unitaire, que 'on identifie & une mesure
de probabilité sur (0T, F).

De plus, on a : Yo eV, uv) < m)ﬁ\”\ (3)

Soit K: (9T)? — [1,+o0)]
&n) — m:p—lﬁmﬂ



L’énergie de p a travers K est alors :

E(p) = /8T/8Tp'“”du(§)dﬂ(n)

= St [ auduto

veV
< —[v| ¢ d
%p et dp(€) /{Uen} ()
< > o ()
veV
< eV ) dapris 3)
1 oo
e SIS\ Y
n=0 veEV
[v[=n
1
\wz Hcpl!l—— (carpA>1)

et donc, d’apres le lemme 2.2,  P,(0 < J0T) > ﬁ(u) > ||o||(1 — ]ﬁ) >0
On a alors P,(|C(0)| = o0) > 0, et donc p > p.(T). On a montré

pe(T) < br(T)

3 Percolation de Bernouilli sur des réseaux

En dimension d donnée, on note L¢ le réseaux dont les sommets sont les
points de Z?, c’est-a-dire les points & coordonnées entieres, et les arétes relient
chaque sommet & ses plus proches voisins. On note enfin B¢ I'ensemble des arétes
de L4, et I'origine 0 désigne le point de coordonnées (0,...,0).

3.1 Existence d’une probabilité critique

Sid =1, on a clairement P, (0 < c0) = 0 des que p < 1. (I suffit pour
déconnecter 0 et I'infini d’avoir deux arétes fermées, une de chaque coté de
Porigine. Ceci arrive avec une probabilité 1).

Et donc pc(LY) =1

En dimension supérieure, on a :

Théoréme 3.1 Sid > 2, alors 0 < pe(L?) < 1

preuve de 0 < pc(L9) : On va montrer qu'il existe p > 0 tel que l'on ait
P, (0 < oc0) = 0. Pour cela, on fixe n > 0, et on considere le nombre o(n) de
SAWs de longueur n partant de l'origine. Soit, parmi les o(n) SAWs de longueur
n dont une extrémité est I'origine, N(n) le nombre (aléatoire) de ceux qui sont
ouverts. On a alors, pour tout n :



P, (0 00) < P,(N(n) > 1) < E,[N(n)] = p"o(n)

Or o (n) < 2d(2d—1)""" : on a 2d choix pour la premiére aréte, puis 2d — 1
choix au plus a chaque étape, correspondant aux 2d — 1 voisins du sommet ou
I’on est et dont on ne provient pas.

d’olt P, (0 < 00) < 524 (p(2d — 1))

On choisit 0 < p < Tl—u et on fait tendre n vers infini : on a bien
P, (0 < 00) =0, et donc

0<p< pc(JLd)

preuve de pc(L?%) < 1: L¢s’injectant dans L4, on a pc(L¢t!) < pe(LL?).
1l suffit donc de montrer pc(L?) < 1. Or on a, en dimension 2, la notion de

graphe dual :
11 11
L2=(z2>+(=,=), B2+ (=,2)).
= (= (33) 7 (33))

Chaque aréte de IL,?l coupe une unique aréte de L2.
A un sous graphe ouvert aléatoire G = (V, E) de L? obtenu par un processus
de percolation de Bernouilli de parametre p, on associe son sous graphe dual

danstl:
11
"= (72 - =), E
o= (2+(33)®)

oll les arétes ouvertes de G’ (les éléments de E’) sont celles de L2 coupant des
arétes fermées de G, et les arétes fermées de G’ sont celles coupant des arétes
ouvertes de G.

La loi de G’ est alors la méme que celle d’un sous graphe ouvert obtenu par
processus de percolation de Bernouilli de parametre 1 — p sur Lg.

On remarque aussi que la composante connexe ouverte contenant 0 de G est
finie si et seulement si il existe un circuit ouvert de G’, entourant 0.

Notons, pour un circuit v de }Li, A, I’évenement “y est ouvert”. On a alors :

1-P, (0 00) = Pp(0 ¢ o0)

= Py U Av

~ycircuit de JLZ
entourant 0

Z Py (Ay)

~ycircuit de ]Li

N

entourant 0

Soit p(n) le nombre de circuits de longueur n entourant 0. p(n) < n x 3" car un
tel chemin doit passer par I'un des n sommets (0,1),...,(0,n), puis on a 3 choix
possibles a chaque étape pour continuer le circuit. De plus, pour un circuit v de
longueur n,

Py(Ay) = (1 p)"
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et donc

1—P, (0 < c0) Zn3"l—

On choisit p < 1 suffisamment grand tel que

> n3(1—p)"
n=1

et on a alors 1 — P, (0 <> 00) < 1, soit P}, (0 <> 00) > 0, et donc pe(L?) < 1
U

On a ainsi prouvé 'existence de trois phases : p < pe, p = Pe, P > Pe, €1
dimension d > 2.

On a de plus, pour d = 2, le résultat remarquable suivant : la probabilité
critique est égale a 1/2!

Théoréme 3.2 pc(L?) =

N[ =

La démonstration de ce résulta est assez complexe, elle met en oeuvre des
outils techniques assez lourds, nous ne la ferons donc pas ici.

3.2 Unicité de la composante connexe infinie ouverte pour p >
pc(L9)

Au dela de la probabilité critique, non seulement il y a une probabilité 1
d’avoir percolation, mais on est presque str de n’avoir qu’une seule composante
connexe infinie, ce qui est plus fort encore.

Théoreme 3.3 Soit p > p.. Alors
P, (le nombre de composantes connexes infinies ouvertes est 1) =1

Démonstration Soit N la variable aléatoire qui compte le nombre de com-
posantes connexes infinies ouvertes. Si B est un sous ensemble fini de Z?, on
notera B 'ensemble des arétes de ¢ joignant deux sommets de B. On notera
Ng(0) (resp. Ng(1)) le nombre de composantes connexes infinies ouvertes quand
toutes les arétes de Bp sont fermées (resp. ouvertes). Soit enfin Mp le nombre
de composantes connexes infinies ouvertes intersectant B.

N est une variable aléatoire entiére, invariante par translation. Comme P,

est une mesure produit sur {0,1}]Bd, la loi du 0 — 1 nous assure qu’il existe
ke NU{oo} tel que P,(N=k) = 1.

Supposons par l'absurde que 1'on ait 1 < k < oo. Si 'on note S(n) I’en-
semble des sommets a distance au plus n de l'origine, alors on a nécessairement
P, (Ng(n)(0) = Ng(y(1) = k) = 1 (si on avait par exemple Pj,(Ng,)(0) = k) <
on aurait P,(N # k) > (min(p, 1 —p))lES(n)lP (Ng(n)(0) # k) > 0, ce qui est
absurde).

On en déduit : Pp(Mg, ) > 2) = 0. Supposons en effet le contraire. Si
MS(n) > 2, alors Ns( )( ) < S(n) (0) < o0, et donc

Pp(Ns() (1) < Ng(n)(0) < 00) >0,
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ce qui contredit le fait que Ng(,)(0) = Ng(,)(1) avec un probabilité 1. Mais
bien siir Pp(Mggn,) = 2) — Pp(N > 2), et donc Pp(co > N > 2) = 0. Donc

n—oo

k € {0,1,00}. On a supposé p > p., donc k # 0.

Supposons donc enfin k = co. On dit que = € Z? est une trifurcation, et on

note cet événement T, si :

— x est dans une composante connexe infinie ouverte.

— il y a exactement trois arétes ouvertes incidentes a x.

— en fermant les trois arétes ouvertes incidentes a x, on coupe la composante
connexe infinie ouverte de x en trois nouvelles composantes connexes in-
finies ouvertes.

Si I'on note Mg,y (0) le nombre de composantes connexes infinies rencontrées

par la partie S,, lorsque ses arétes sont toutes fermées, alors Ms(n)(O) > Mg, ,
et I'on a :

Pp(Mg(ry(0) = 3) = Pp(Mg) =2 3) — Pp(N>3) =1

n—oo

Soit donc n tel que P,(Mg(,y(0) > 3) > %, Soit w € {Mg(n)(0) > 3}, et
x,y, z trois sommets de 9S(n) appartenant a trois composantes connexes infinies
ouvertes distinctes de L4\S(n).

Soient trois chemins joignant 0 respectivement a z,y et z, ne se coupant
qu’en 0, ne rencontrant dS(n) que respectivement en x,y et z. Alors

P, ({0 est une trifurcation}) > Pp(Jay.. | Mg (0) = 3)Pp(Mg(,y(0) > 3)

1
> (min(p,1-p))™ x5 >0

ou R est le nombre d’arétes dans S(n), et J, . 'événement : “toutes les arétes
de Bg(,) sont fermées, excepté celles des trois chemins ouverts joignant 0 a
respectivement x,y et z”. Or

E

> 1Tz] = [S(n)[Py(To) (4)

zeS(n)
On va obtenir une contradiction gréace au :

Lemme 3.4 Soit Y un ensemble fini, |Y| > 3. Si P est une famille compatible
de 3-partitions de Y (une 3-partition est une partition en exactement trois sous
ensembles non vides). Alors

PI<IY[-2

ou deux 3-partitions II = {P1,Py,P3} et II' = {P},P5, P4} sont dites compa-
tibles si, quitte & renuméroter les (P;) et les (P}), on a P, UPL C Py

preuve du lemme Raisonnons par récurrence sur |[Y|. Si [Y]| =3, |P| < 1.
Soit n > 3, et supposons avoir montré le résultat pour |Y| < n. Soit Y tel que
Y| =n+1, soit y € Y, et P une famille de 3-partitions de Y. Si IT € P, on
écrit II = {Hl U {y},Hg,Hg}, ou Il; LTI, LT3 = Y\{y}, avec o, I3 £ 0.

Soit P = {1l € P,II; # 0}. {{II1, 1y, II3},1I € P’} est alors clairement une
famille de 3-partitions de Y\{y}, et donc, par hypothese de récurrence,

Py -1-2=v|-3.
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Supposons enfin |[P\P’| > 2. Soient alors {{y}, I, I3} # {{y}, 115,115} € P\P".
Comme P est compatible, on devrait avoir : {y} UIly C {y}, II, ou II}, ce qui
n’est pas possible. Donc |[P\P’| < 1, et donc

Pl <|Y|—2 O

Si K est une composante connexe ouverte de S(n), toute trifurcation intérieure
x € KNS(n — 1) induit canoniquement une 3-partition II(x) de dS(n) N K.
Si x,y sont deux telles trifurcations, on note II(x) = (P1,P2,P3), et II(y) =

(Q1,Q2,Q3).

N _
TR

Supposons par exemple (quitte & renuméroter) que y (resp. z) soit dans la
composante connexe ouverte de K privé des trois arétes ouvertes adjacentes a x
(resp. y) qui contient Py (resp. Q1). On a alors Qo LU Q3 C Py (sur le dessin, les
Qi et les P; sont des singletons pour i € {2,3}, et P1 = QaUQ3; Q1 = P2UP3).
Ces 3-partitions sont donc compatibles. Le lemme entraine donc que, si 7 est
le nombre de trifurcations dans S(n — 1) N K,

T <|KNaS(n)| — 2

On somme sur les composantes connexes ouvertes dans S(n—1), et le nombre
7 de trifurcations dans S(n — 1) vérifie :

> 1p, =7<08(n)| .
z€S(n—1)

et donc, d’apres (4),
[S(n = 1)[Pp(To) < [0S(n)]

Mais |S(n—1)| ~ Cin? et |0S(n)| ~ Can?~1, ou C; et Co sont des constantes
strictement positives. On obtient une contradiction en faisant tendre n vers
I'infini, car P,(Ty) > 0.

O
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