Entiers relatifs

1 Définition

On définit, sur 'ensemble N x N, la relation binaire R par :
(a,b)R(c,d) <= a+d=b+c

On vérifie sans peine que R est bien une relation d’équivalence :
— La réflexivité découle de la commutativité de I’addition sur N.
— Idem pour la symétrie.
— La transitivité n’est gueére plus compliquée : soient (a,b), (c,d) et (e, f)
tels que (a,b)R(c,d) et (¢, d)R(e, f). On a alors

a+d=b+c et c+f=d+e

donc (a+d)+(c+f)=(b+c)+(d+e)
En utilisant ’associativité et la commutativité de ’addition sur N; il vient :
(a+f)+(c+d)=(b+e)+ (c+d)

Comme tous les éléments de N sont réguliers pour ’addition, on obtient
Pégalité a + f = b+ e, c’est-a-dire le résultat voulu (a,b))R(e, f).

Définition Un entier relatif « est une classe d’équivalence pour la relation fR.

Si (a, b) est dans la classe a, on note o = (a, b). Enfin, on note Z 'ensemble des
entiers relatifs (Z = N2/R).

N.B. Z est donc dénombrable, grace au théoréeme de Cantor-Bernstein (Z
se plonge dans N2, lui-méme dénombrable). Il est d’ailleurs on ne peut plus
élémentaire de construire une bijection de N sur Z.

Remarque Pour tout entier relatif «, il existe un unique représentant (¢, d) de
a (i.e. un unique élément de la classe «) tel que ¢ = 0 ou d = 0. Celui-ci est
appelé représentant canonique de a.

En effet, si a = (a,b), on peut distinguer deux cas :

— a > b : L’entier naturel m = a — b est alors bien défini, et 'on a a + m =
b+ 0, donc (m,0) est aussi un représentant de a, d’ou 'existence.
Si (e, d) est un représentant de « vérifiant ¢ = 0 ou d = 0, alors ¢ = m+d,
donc d = 0 (sinon ¢ > d > 0), et donc ¢ = m, d’ott I'unicité.

— a < b: La aussi, en posant m = b —a, on a a +m = b donc a = (0,m).
L’unicité se prouve exactement de la méme maniere.

Définition Si « est de la forme (m,0), on dit que « est un entier positif. Si «
est de la forme (0, m), on dit que « est un entier négatif.




On note Z; (resp. Z_) I'ensemble des entier positifs (resp. négatifs). Dans
tous les cas, l'entier naturel m est appelé valeur absolue du relatif «, notée |a.

Il est temps de revenir aux notations standards pour les entiers relatifs, pour
éviter trop de lourdeur. Rappelons toutefois que, pour 'instant, ce n’est qu’une
notation. . .

Notation : Lorsque « est de la forme (m,0), on identifie « et m. Et lorsque «
est de la forme (0,m), on le note —m.

2 Addition dans 7Z

Sur N2, on définit une opération d’addition par :
(a,b) + (¢,d) = (a+ ¢, b+ d)
Montrons que cette opération est compatible avec la relation d’équivalence fR.
Soient (a,b)R(a’,V') et (¢, d)R(c,d'). Alors par définition de R, on a :
a+b =b+d e c+d=d+¢

soit par sommation (a+c¢)+ (V' +d') = (b+d) + (' + )

c’est-a-dire que l'on a bien (a + ¢, b + d)R(d’ + ¢, + d’). Notre addition sur
N2 passe donc au quotient (on peut définir la somme de deux classes), et induit
donc une opération sur 7Z :

Définition Si o = (a,b) et 5 = (¢, d), on définit leur somme « + 3 par :
a+06=(a,b)+ (c,d) = (a+c,b+d)

Remarques
~Siaw€Zy et BE€ZLy, alors a+ 3 € Zy. En effet, a est de la forme (m,0)
et B de la forme (n,0), et alors a + 3 = (m + n,0) est encore dans Z, .
— De la méme facon, sia € Z_et € Z_,alorsa+ G € Z_.

Théoréme 2.1 (Z,+) est un groupe commutatif.

Démonstration : La commutativité découle immédiatement de la commuta-
tivité de I'addition sur N, tout comme ’associativité découle de I’associativité
de laddition sur N. On vérifie également sans difficulté que (0,0), noté 0, est
un élément neutre pour 'addition sur Z.

Reste & montrer que tout élément est symétrisable. Soit donc o = (a, b) € Z.
En posant § = (b, a), on vérifie que :

a+pf=(a+ba+b)=0

On note —a ce symétrique (appelé ici opposé) de a.
O

Remarques
— Sia € Zy, alors —a € Z_. (en effet opposé de (m,0) est (0, m) d’apres
ce qui précede.) De méme, si a € Z_, alors —« € Z.
— Pour tout entier relatif o, on a —(—a) = «a. (immédiat par la structure
de groupe.)
— Pour tout entier relatif «, on a |—a| = |a.
Notation : L’entier § + (—«) est noté § — a, et appelé différence de [ et a.




3 Relation d’ordre dans 7Z

Définition On définit la relation binaire < sur Z par :

a<f<=pf-acl;

Théoréme 3.1 < est une relation d’ordre total sur 7.

Démonstration :

— Réflexivité : Pour tout « € Z, ona a—a =0 € Z,, donc a < a.

— Antisymétrie : Sia < fet <, alors 6 —a € Z; et a— (€ Zy, donc
f—a=—(a—p)eZ-.
Nous avons donc f — « € Z: NZ_ = {0}, donc 3 = a.

— Transitivité : Soient «a, 5 et v tels que a < G et 8 <~. Alors § —a € Z,
et y— P €Zs;.
Doncy—a=(y—0)+ (8 —a) € Zy, c'est-a-dire que a < 7.

— Ordre total : Soient « et 3 deux entiers relatifs. On a Z, UZ_ = Z, donc
Ientier relatif 8 — a est forcément dans Z, ou dans Z_. si § — « € Z.,
alors a < . sinon, 8 —a € Z_ donc a — B € Z, et donc § < a.

0

Remarques
—a€l,<—0<a et a€Z <—a<0
- (0€Z- e pelZy)=a<p
— < est compatible avec 'addition sur Z : sia < fet v < §, alors B—a € Z,
et 0 —y€Z,,donc f—a+d—~€Zy, et donc

at+y<p+9
Notation : On notera a@ <  pour (o < 3 et a # 3). Clest-a-dire que < est
l'ordre strict associé a <.

On note également Z7 I’ensemble des entiers relatifs strictement positifs, soit
Z:\{0}. (et Z* T’ensemble des entiers relatifs strictement négatifs, soit Z_\ {0})

Avec ces notations, on a 'équivalence a < f <= —a € Z7.
De plus on a, pour tous relatifs a et 5, @ < 6 ou § < a. En effet, le relatif
B — « est soit dans Z., soit dans Z* .

4 Multiplication dans Z

Soit dans N? la multiplication définie par :
(a,b) x (¢,d) = (ac+ bd, ad + bc)

Montrons que cette multiplication est compatible avec la relation R. Posons
a,b)R(d, V) et (c,d)R(c,d"). On doit montrer que :
( b ) b ) b q

(ac+bd,ad + be)R(a'd +V'd  d'd +b'c)

soit ac+bd+d'd + 0 =ad+bc+dd +Vd (1)

Supposons (par exemple) ¢ > d. Alors il exite un entier nature m tel que
¢=d+m. On a aussi la relation ¢ = d’ + m. Donc I'égalité (1) équivaut a :



a(d+m) +bd + d'd + b (d +m) =ad+ b(d+m) +d(d +m)+bd
< am +b'm=bm+adam
<~ (a+b)m=(b+d)m

Cette derniere égalité est assurée par la relation a +b = b+ ad'.
Cette compatibilité permet alors de définir une multiplication sur Z :

Définition Si o = (a,b) et 5 = (¢,d) on pose :
ax f=(a,c)x (bd) = (ac+ bd,ad + bc)

(on note encore ce produit a.3 ou af3)
Remarques
-—a,fEL = af €l
En effet [a = (m,0) et 8 = (n,0)] = af = (mn,0)
-—a,fEL_=aB €l
En effet (0, m) x (0,n) = (mn,0).
~lao€Ziet el |=>aB el
En effet (m,0) x (0,n) = (0,mn) (résultat analogue avec a € Z_ et
BE€ZLy)
— De plus, cette distinction de cas montre que :

Vo, B € Z, |ap| = |al|f]

Théoréme 4.1 (Z,+, x) est un anneau commutatif unitaire

Démonstration : Puisqu’on connait déja la structure de groupe commutatif

pour (Z,+) il ne reste qu’a démontrer les propriétés relatives a 'opération X :
— Commutativité :

Sia = (a,b) et = (c,d), alors :
af = (ac + bd, ad + be)

et Ba = (ca + db, cb + da)
donc af = fa
— Associativité :

Soient o = (a,b), 8 = (¢,d) et v = (e, f). Alors :

a(By) = (a,b) x (ce +df,cf + de)
= (a(ce +df) + b(cf + de),a(cf + de) + b(ce + df))

et (aB)y = (ac+ bd,ad + be) x (e, f)
= ((ac + bd)e + (ad + be) f, (ac + bd) f + (ad + be)e)
donc a(fy) = (af)y

— Distributivité sur I’addition : (On sait que X est commutative)
Soient o = (a,b), /5 d)ety= (e, f).Ona:
b

= (e,
a(B+7) = (a,b) x (c+e,d+ f)
= (alc+e)+bd+ f),a(d+ f)+blc+e))

et af +ay = (ac+ bd,ad + be) + (ae + bf, af + be)
= (ac+bd + ae +bf,ad + bc+ af + be)
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donc af+ay=a(f+7)

— (1,0) est élément neutre : (on le note 1)

X est commutative. Soit o = (a,b). Alors :

a-1=(a,b) x (1,0) = (a,b) =

Remarques

— Z est un anneau integre : aff =0 <= (e =0ou = 0)
En effet :
découle du fait que :
aff = 0= [af| = |0] = [a]|8] = 0 = [|a] = 0 ou |3] = O] (propriété
vue dans N)
est immédiat.

— « est inversible (i.e. symétrisable pour x) si et seulement si @« = 1 ou
a=-—1:
1 est inversible car son propre inverse, et —1 également.
Réciproquement, soit « inversible. Alors il existe 3 tel que a8 = 1; donc
ol 18] = 1.
Nécessairement || # 0 et |3] # 0, donc |a| > 1 et |G| > 1.
Si o] > 1, alors || |3] > |a| > 1, contradiction.
Donc |a] =1, soit a =1 ou a = —1.

Propriété 4.2 Vy€eZy, (<= ay<py)
et VYyEZ-, (a<B=ay=py)

Démonstration : Soit v € Z; et « < 8. Alors f—a € Zy, donc y(f—«) € Z,
et donc v08 — vya € Z, c’est-a-dire ya < v0.

De méme, soit v € Z_ et a« < (. Alors f — « € Z; donc ¥(f — «) € Z_, et
I’on obtient cette fois 73 < ya

Propriété 4.3 La multiplication dans Z. est compatible avec <.

Démonstration :
En effet, soient 0 < a < et 0 < v < §. On a, d’apres la propriété
précédente, ay < v et By < (0, donc par transitivité :

ay < 3o U

Ayant défini les opérations + et x sur Z, ainsi que la relation d’ordre <,
nous sommes en mesure d’étudier le :

Plongement de N dans Z :

On a vu que Z. est stable pour les opérations + et x. Nous allons montrer
qu’en fait, (Z4,+, X, <) est isomorphe a (N, +, x, <).

Soit f I'application de N dans Z, définie par :

f:m+— (m,0)



f est bien sur surjective, mais aussi injective car pour tout entier naturel n :

f(m) = (n,0) <= (m,0) = (n,0)
= m=n

Donc f est une bijection de N sur Z,.. D’autre part, il découle de la définition
des opérations + et x dans Z que pour tout couple (m,n) d’entier naturels, on
a f(m+n) = f(m)+ f(n) et f(mn) = f(m)f(n). Enfin, on a

f(m) < f(n) <= (m,0) < (n,0)

<~ (n,0) — (m,0) € Z+
— m<n

f est donc un isomorphisme de (N, +, x, <) sur (Z;,+, x, <). Ceci justifie
I'identification entre un relatif positif o = (m,0) et I'entier naturel m corres-
pondant.

5 Division euclidienne et divisibilité

Théoréme 5.1 V(a,b) € ZxN* I (q,r) €ZXxZ, (a=bg+ret0<r<b)

Démonstration : Le cas a > 0 a déja été étudié dans le texte sur les entiers
naturels. Supposons donc a < 0.
— Existence de (g, r)
—a > 0donc —a =bg¢ + 1" avec ¢ € Net 0 <r' <b.
Donc a =b(—¢)—r" =b(—¢ —1)+b—r".Et 0<b—1" <b.
Si 7' = 0, alors on avait en réalité a = b(—¢’). On prend pour ¢ et r le
couple (—¢',0).
Sinon, 7’ > 0 donc 0 < b — ' < b. On prend le couple (—¢' — 1,0 — ).
— Unicité de (q,r)
Supposons a =bg+1r =bg + 1" avec 0 <r <bet 0 <1 <b.
Alors b(q —¢') =1 —r donc blqg—¢'| = |r' —r]|
Siq# ¢, alors |¢g—¢'| > 1 donc |/ —r| >b.
Orr' —r<b(sinonr >b+r>b);etr—r' <b(sinonr>b+1r >0).
Donc |r’ — r| < b, contradiction.
Donc g = ¢ ce qui entraine également r = 7',

0

En particulier, Z est donc un anneau euclidien (i.e. muni d’une division
euclidienne, sic), donc principal. C’est-a-dire que tous les idéaux de Z sont de
la forme aZ, avec a un entier. (cf le texte d’introduction aux idéaux)

Définition Soient a et b deux entiers relatifs. On dit que b divise a (noté bja)
si il existe un entier ¢ tel que a = bg; c’est-a-dire si le reste de la division
euclidienne de a par b est 0. a est alors un multiple de b.

Théoreme 5.2 Soient a et b deux entiers. On a l’équivalence :

bla <= aZ C VZ



Démonstration :

Si bla, alors il existe ¢ tel que a = bg. Mais alors, pour tout élément
x = ak de aZ, on a x = bgk, soit x € bZ; et donc aZ C bZ.

Si aZ C bZ, alors en particulier a € bZ (puisque a = a X 1 € aZ). Et
donc il existe un entier ¢ tel que a = bq, c’est-a-dire que b|a.

O

6 Arithmétique dans Z, PGCD, PPCM

6.1 Multiples communs, PPCM

Théoréme 6.1 Soient a et b dans Z. Alors il existe un unique entier positif u
qui vérifie :

Vn € Z, aln et bn < pln
Démonstration :

— Existence de u :
aZ, N bZ est un idéal de Z, donc un idéal principal. Donc

JueZ, aZNbZ=puZ

On peut prendre p € N car puZ = (—u)Z. Alors
(alz et blz) <= 2 € AZNVL <= = € P <= p|z

— Unicité de p :
Soient pp et po qui conviennent. alors 17 = psZ. En particulier, il existe
deux entiers naturel k et [ tels que u; = kus et uo = lug, soit encore
p1 = klus.
Or kl = 1 entralne k = = +1, et donc u; = +us. Comme py et uo sont
positifs, on a p; = pe.

g

Remarque Les multiples communs a a et b sont donc exactement les multiples
de p. C’est le cas en particulier de p lui-méme, qui est le plus petit.
Définition L’entier p est appelé plus petit multiple commun de a et b (ou
PPCM), et noté a V b.

Remarque Pour tous a,b et ¢, on a (aVb)Ve=aV (bVc). Egalement, on a
aVb=>bVa. Cest-a-dire que V définit une loi de composition interne sur Z (a
valeurs dans Z. ) associative et commutative.

Propriété 6.2 Pour tous entiers a,b et c, on a la relation :

(ac) V (bc) = |c| - (a V b)
Démonstration : En effet 'entier naturel n = (ac)V (bc) est entier qui vérifie
nZ = acZ N bcZ. Or, 'on vérifie aisément que :

acZ NbeZ = c(aZ N bZ)

Si m est un élément de acZ N beZ, alors m s’écrit sous la forme acu ou bev,
avec u et v deux entiers, vérifiant donc au = bv. Donc ce terme au = bv est
dans aZ N bZ, c’est-a-dire que m est bien dans 'idéal ¢ (aZ N bZ).



Réciproquement, tout élément m de c¢(aZ NbZ) est de la forme ck, avec
k € aZNbZ donc de la forme au et de la forme bv. On conclue de la méme fagon
que m € acZ N bcZ.
Mais alors, comme ¢ (aZ NbZ) = |c| (aZNVZ) = |c|(a V b)Z, on obtient
comme annonce :
(ac) V (bc) = |c| - (a V b) O
Enfin, on vérifie aisément que a V1 = |a| et a V 0 = 0, ainsi que

a,be Z\{0} = aVbeZ;

6.2 Diviseurs communs, PGCD

Théoréme 6.3 Soient a,b € Z. Alors il existe un unique entier naturel § tel
que :

Vd e Z, (d|a etd|b) <= d|o
Démonstration :

— Existence de 0 :
aZ + bZ est un idéal de Z, donc

B eN, aZ+bZ =207

[=]Soit d tel que d|a et d|b. On a alors a = day et b = db; (avec a1, by € Z).
Et:

r€al+b72 = k,he€Z, x=ka+hb
= Jk,h€Z, z=d(ka;+ hby)
=z €dZ

Donc aZ + bZ C dZ donc 0Z C dZ, et finalement d|d.

Soit d tel que d|d. Alors aZ C 6Z donc da, donc d|a; de méme d|b.
— Unicité de § : Soient §; et do ayant la propriété du théoreme. Alors pour

tout d dans Z :

(d|51<:>d|52)

donc dy = kdy et 01 = 19y (k,l € N); donc §; = kld; donc kl = 1 donc
01 = d9.

0

L’entier ¢ ainsi défini divise lui-méme a et b, c’est le plus grand entier naturel
vérifiant cette propriété. D’ou la :

Définition L’entier 6 est appelé plus grand commun diviseur de a et b (ou
PGCD), et noté a A b.

L’ensemble des diviseurs communs a a et b est exactement ’ensemble des
diviseurs de leur PGCD. Tout comme pour le PPCM, A définit sur Z une loi de
composition interne (& valeurs dans Z7 ) associative et commutative.

On a également, pour tout entier a, les relations a A1 =1et a A0 = |a.
Enfin, on a le :

Propriété 6.4 Soient a,b et c trois entiers. Alors

(ac) A (bc) = |c| - (a A D)



Démonstration : On a acZ+bcZ = ¢ (aZ + bZ) = |c|-(aAb)Z, donc (ac)A(bc) =
le| X (a A D).

O

6.3 Primalité

Définition Deux entiers a et b sont dits premiers entre eux si et seulement si
ils vérifient a A b = 1.
Remarque a ANb=1<=aZ +bZ =7

Théoréme 6.5 (Bezout) Pour tous entiers a et b, on a :
aNb=1<= Ju,veZ, au+bv=1

Démonstration : al.+bZ =7 et 1 € Z, d’ou le résultat.
[=]aAblaet aAblb, donc aAblau+bv =1, et donca Ab=1.

Théoréme 6.6 (Lemme de Gauss) (albc et a Nb=1) = alc
Démonstration : Soient u et v tels que au + bv = 1. Multipliant cette égalité
par ¢, on obtient :

acu + bcv = ¢

Or a divise acu et bev (par hypotheése), donc a divise la somme c.

Théoréme 6.7 Soient a et b dans Z*. Alors
d=aANb<=3a;,bj #0, (a=0da; etb=20b; etaj Aby=1) etd >0
Démonstration :

Soient a1 et by tels que a = daq et b = dby. Soit d un diviseur commun de aq
et b1. Alors le produit dd divise a et b, donc 6, et donc d = 1. D’ott a1 A by = 1.

aNb=(0a1) A (db1) = (a1 ANb1) =4.
O

Théoréme 6.8 (alc et blc et a Nb=1) = ablc

Démonstration : a divise ¢ donc il existe un entier g tel que ¢ = aq. Mais
alors, b divise le produit aq tout en étant premier avec a. D’apres le lemme de
Gauss, on a alors b|g. C’est-a-dire que ¢ est de la forme bk, avec k un entier. Et
donc ¢ = abk, c’est-a-dire que le produit ab divise bien c.

g

Théoreme 6.9 Pour tous entiers a et b, on a la relation :

lab| = (a A D) - (a V b)



Démonstration : Soient § = aAbet u = aVb. L’entier u est multiple commun
de a et b, donc il existe deux entiers u et v tels que

U= ua = vb

D’autre part, d’apres le théoréeme 6.7, on sait qu’il existe deux entiers a; et
b1 premiers entre eux, et tels que a = da; et b = db;. Remplacant ceci dans
I’égalité précédente, on obtient :

uda; = véby soit wap = vby

D’apres le théoreme de Gauss, a; étant premier a by, on sait que a; divise v.
Donc p est multiple du produit [0a;1b;|. Comme bien str |da;b;| est multiple
commun de a et b, ¢’est leur PPCM. On a montré :

p=>0la|-|bi] donc pd=|dai|-|0b1]

soit encore (aNb)-(aVb)=lab| O
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