Construction des entiers naturels

Tout ce qui suit est une définition et I’étude des propriétés élémentaires de
I’ensemble des entiers naturels, définis dans le cadre axiomatique de la théorie
des ensembles. Nous utilisons ces propriétés sans y penser, elles nous semblent
évidentes... Mais peut-étre méritent-t’elles parfois que 'on s’y attarde quelque
peu?

Le cadre de théorie des ensembles est ici 'axiomatique de Zermelo-Fraenkel,
ainsi que 'axiome de fondation, méme si celui-ci n’est pas réellement nécessaire.
On pourra trouver une introduction a cette axiomatique dans le texte “Les
axiomes de théorie des ensembles”.

1 Définition. Propriétés

AXIOME :
Il existe un ensemble N (dont les éléments sont dits entiers naturels) vérifiant
les propriétés suivantes :

(i) 0 eN
(ii) L’inclusion est un bon ordre sur N (i.e. tout sous-ensemble non vide de
N admet un plus petit élément).
(iii) En notant N* = N\ {0} :
neN* «— dmeN, n=muU{m}
Remarques
-VneN, nU{n}eN*
-VneN, nenU{n} et nCnU{n}

NOTATION :
0 =0;0U{0} =1;1U{1} =2... La relation d’ordre C sur N est notée <; on
définit sur N la relation < par :

n<m<=[n<metn#m|
Remarque < étant un bon ordre, c’est un ordre total sur N.
Théoreme 1.1 La relation < wvérifie :
a<z<aU{a} = [r=aouz=aU{a}]
Démonstration : Supposons x # a. a C x et a # = donc Jy € x\a. Alors

y € xdoncy € aU{a};et commey ¢ aonayéec {a} doncy =a et donca € x.
D’ott {a} C x; et comme a C x, on a bien a U {a} C = donc a U {a} = z.

g



Théoreme 1.2 L’application ¢ de N dans N* qui a un entier n associe l’entier
o(n) =nU{n} est une bijection de N sur N*.

Démonstration :
—  est surjective d’apres la définition de N*.
— Soient m et n deux entiers de méme image par . On peut supposer n < m
(< est un ordre total). p(m) = ¢(n) = mU{m} =nU{n}.
Alors m < mU{m} =nU{n}; or m #mU{m} (sinon on aurait m € m),
donc m # n U {n}. Cest-a-dire que n < m < n U {n} et donc m = n.

g

N.B. La propriété x ¢ x est prise ici comme axiome, conséquence de ’axiome
de fondation. Sans cet axiome, cette propriété reste toutefois vérifiée pour x un
entier, et de maniére plus générale pour z un ordinal (I’appartenance étant un
ordre strict sur tout ordinal).

Remarque N est donc un ensemble infini (car en bijection avec une de ses
parties strictes).

2 Récurrence

Théoréme 2.1 (principe de récurrence) Soit A C N tel que :
-0€A
-VneN, neA = ¢hn eA

Alors A = N.

Démonstration : Supposons A # N et notons n le plus petit élément de N\ A
(qui existe puisque < est un bon ordre). Alors n € N* (car 0 € A); et d’autre
part ¢ 1(n) € A (car p=1(n) < n). Donc n = (¢~ 1(n)) € A, ce qui contredit
la définition de n.

0

Remarque (Principe de récurrence finie)
Soit b € N et B={n € N|n < b}. Soit A C B tel que :
-0€A
- VneB\{b}, necA = o¢n ecA
Alors A = B.
(démonstration identique & la précédente, en remplacant N par B).

Le principe de la démonstration par récurrence est donc le suivant. Pour
prouver une propriété B, (propriété dépendant de n) pour tout n € N; il suffit
de prouver que :

— P est vraie.

-VneN, B, = mw(n)

On applique ensuite le principe de récurrence a l’ensemble A = {n € N|B,}.

Théoreme 2.2 Pour tout entier n, on a :

n={meN|m=<n}



Démonstration :

Par récurrence. La propriété B, est ici  [n={m € N|m < n}].

1) Poestici 0= {m e N|m <0}. Comme 0 = (), aucun entier m ne peut
vérifier m < 0 (c’est-a-dire m C 0 et m # (). Donc Py est vraie.

2) Par hypothese de récurrence, n = {m € N|m < n}. Montrons que p(n) =
{m e N|m < ¢(n)}, c’est-a-dire que nU {n} = {m € N|m < ¢(n)}.

a) Soit m € nU{n}. Alors m € n ou m € {n}, c’est-a-dire m = n.
Si m € n, alors m < n (par hypothese de récurrence); donc m < ¢(n) (car
n < o(n)).
Si m = n, alors m < ¢(n).

b) Soit m < ¢(n) = nU {n}. Alors m < n (sinon n < m < @(n), ce
qui est impossible). Si m < n, alors par hypotheése de récurrence m € n donc
m € nU{n}. Sinon m = n, donc m € nU {n}.

g

Remarque men & m=<n & m<p i(n)
(sinon =1 (n) < m < (¢~ (n)), ce qui est impossible).
On note n= {0,1,--- ,gp‘l(n)}

3 Addition dans N

Pour tout a € N on définit la fonction f,, de N dans N, de la facon suivante :
{ fa(0)=a
vneN, fa(p(n)) = ¢(fa(n))

NOTATION :
On note fy,(n) = a + n. On a ainsi défini une addition sur N. Les deux
propriétés définissant f, se traduisent par :

VaeN, a+0=a
VaeN,VneN, a+¢(n)=¢(a+n)

Remarque Pour n = 0 dans cette égalité, on obtient a + 1 = ¢(a) donc :

VaeN,VneN, a+(n+1)=(a+n)+1

Propriétés de ’addition :

a) Associativité :
Va,b,ce N, (a+b)+c=a+ (b+c)
Démonstration : Par récurrence sur c.

c=0: (a+b)+0=a+b=a+ (b+0)
On suppose (a+b)+c=a+(b+c)

Alors  (a+0b)+(c+1)=[(a+b)+c]+1=[a+(b+c)]+1
=a+[b+c)+1]=a+[b+ (c+1)]



b) 0 est élément noutre.

Démonstration : Il suffit de montrer Va € N, 0+ a = a (on a déja vu
Va € N, a4+ 0= a). Par récurrence sur a.

a=0: 0+0=0
On suppose 0 +a=a. Alors 0+ (a+1)=(0+a)+1=a+1.
¢) Commutativité :
Va,beN, a+b=b+a
Démonstration : Par récurrence sur b.
b=0: a+0=a=0+a

On suppose a + b =0+ a.
Alorsa+ (b+1)=(a+b)+1=(b+a)+1=b+(a+1).

Montrons par récurrence sur a que a +1=14a:
a=0: 0O+1=1=1+40

Sia+1=1+a,alors (a+1)+1=(14+a)+1=1+(a+1).

On peut alors conclure : b+ (a+1) =b+ (1 +a) = (b+1)+a, et la
commutativité a été établie par récurrence.

d) Régularité de tout élément de N :
Va,b,ce N, [a+b=a+c= b=
Démonstration : Par récurrence sur a.

a=0: 0+b=0+c=b=ccar0+b=bet0+c=c.

On suppose [a+b=a+c= b=

Soient a, b et ¢ tels que (a+1)+b = (a+1)+c. Alors a+(1+b) = a+(1+c¢)
donc1+b=1+c.

Il vient e 11 +b) =9 (1 +¢) soit b=rc

4 Addition et relation <

Théoreme 4.1 Pour tous entiers a et n, on a :

a+n>a
Démonstration : Par récurrence sur n. Le résultat est vrai pour n =0 : on a
I’égalité. Soit donc n € N, on suppose a +n > a.

Alorsa+(n+1)=(a+n)+1=¢(a+n)>a+n > a,et 'on conclue par
récurrence.

O

Théoréeme 4.2 Soient a et b deux entiers. Alors on a ’équivalence :

a<b <= [FeeN, b=a+



Démonstration : Par double implication.
- Par récurrence finie, on montre que pour b un entier fixé,

Va € {0,1,...,b},3c€N, b=a+c

Pour a = 0, on a bien b = 0 + b. Supposons le résultat établi pour a < b.
Soit donc ¢ un entier tel que b = a + c.
c € N*; soit donc d = ¢~ (¢). Alors ¢ = d + 1, donc :

b=a+(d+1)=a+(1+d) =(a+1)+d

- Sachant que b = a + ¢ (¢ € N), supposons que a > b.
D’apres ce qui précede, il existe un entier d € N* tel que a = b+ d.

On obtient b=0b+d) +c=b+(d+¢)

Donc, comme b est régulier, d +c¢ = 0. Or d 4 ¢ > d (théoreme 4.1), donc
d—+ c > 0, et I'on obtient une contradiction.

O

Remarque Si a < b, U'entier ¢ tel que b = a + ¢ est unique. En effet, 1’égalité
a4+ ¢ = a+ ¢; implique ¢ = ¢1, puisque a est régulier. Cet entier est appelé
différence de a et b, et est noté b — a.

Théoréme 4.3 L’addition et la relation d’ordre < sont compatibles :

[a<betc<d] = a+c<b+d

Démonstration : Soient a, b, ¢ et d quatre entiers tels que [a < b et ¢ < d].
Il existe des entiers a; et ¢ tels que b = a 4+ a1 et d = ¢ + ¢;. Mais alors,
b+d=(a+c)+ (a1 +c1)

et donc b+d>a+c O

5 Multiplication dans N

Pour tout a € N; on définit une fonction g, de N dans N par :

94(0) =0
VneN, go(n+1)=gs(n)+a
NOTATION :
On note a X n = gq(n) (on note encore a - n ou an); on définit ainsi une
multiplication sur N. Les deux propriétés ci-dessus se traduisent par :

VaeN, ax0=0
VaeN,VneN, an+1)=an+a

Remarque a x 1 =a x0+4+a donc ax1=a
Propriétés de la multiplication :

a) Distributivité sur 1’addition :
Va,b,c € N, a(b+c)=ab+ ac

Démonstration : Par récurrence sur c.



c=0: a(b+0)=ab=ab+ a.0
On suppose a(b+ ¢) = ab + ac. Alors :
alb+(c+1)]=allb+c)+1] =alb+c)+a
= (ab+ac)+a = ab+ (ac+a) = ab+a(c+1)

La distributivité & droite découle alors de la commutativité, que nous
allons montrer plus loin.

b) Associativité :
Va,b,c € N, (ab)c = a(bc)
Démonstration : Par récurrence sur c.
c=0: (ab) -0=0=ua(b-0)
On suppose (ab)c = a(bc). Alors :
(ab)(c+ 1) = (ab)c+ ab = a(bc) + ab
=a(bc+0b) = alb(c+1)]
c) 1 est élément neutre.

Démonstration : Il suffit de montrer, par récurrence sur a, que pour
tout entier a, on a 1 X a = a.

a=0: 1x0=0
On suppose 1 xa=a. Alors 1 x (a+1)=1xa+1x1=a+1.

d) 0 est un élément absorbant.
Démonstration : Par récurrence sur a, montrons que Va € N, 0xa = 0.

a=0: 0x0=0
On suppose 0 x a =0. Alors 0 x (a+1)=0xa+0x1=0+0=0.
e) Commutativité :
Va,b € N, ab=ba
Démonstration : Par récurrence sur b.
b=0": ax0=0=0xa

On suppose donc ab = ba. Alors a(b+ 1) =ab+a =ba+ a =b(a+1).
f) Va,beN, ab=0 <= [a=0o0ub=0]

Démonstration : Comme 0 est absorbant, seul reste a démontre le sens

ab=0 = [a=0o0ub=0].

Supposons ab = 0 et ¢ > 1. Montrons que b = 0.

Si b>1,alorsbsécritb=1+c¢ (ceN) et ab=a(l+c¢)=a+ac

donc ab > a > 1, ce qui est une contradiction. Donc b = 0.

g) Tout entier non nul est régulier pour la multiplication :
Va € N*Vb,ceN, [ab=ac = b=

Démonstration : Par symétrie, on peut suppoer b > c. Alors b=c+d
(d e N).

Donc ac = ab = a(c+d) = ac+ad



Et comme tout élément est régulier pour 'addition, ad = 0. D’apres le
point précédent, on a donc @ = 0 ou bien d = 0. Comme par hypothéese
a € N*, on a d =0, c’est-a-dire b = c.
h) < et x sont compatibles :
[a<betc<d = ac<bd

Démonstration : Soient donc a, b, c et d tels que a < b et ¢ < d. 1l existe
deux entiers aj et ¢y tels que b=a+ a; et d =c+ c¢1. Alors :
bd = (a+a1)(c+c1)
=a(c+c1)+ai(c+ )
= ac+ (ac1 + ajc+ ajcy)

donc ac < bd

6 Division euclidienne dans N

Lemme 6.1 (d’Archimeéde) Soient a et b entiers avec b non nul. Alors
JkeN, a=<0bk

Démonstration : Il suffit de prendre k = a + 1.
On a: (a+1)b=ab+b>=ab>a O

Théoréme 6.2 (division euclidienne dans N) Soient a et b entiers avec b
non nul. Alors
a=0bqg+r

!
Al(g,r) e N x N, {r<b

Démonstration :

— Existence du couple (g, 7).
Soit E = {p € N|a < pb}. D’apres le lemme d’Archimede, E # (). Soit
donc x = min E son plus petit élément.
x # 0 (puisque a > 0), donc = > 1.
Sig=x—1,onaalors a < xb= (¢+ 1)bet ¢ ¢ E, dou 'encadrement
gb<a=<(qg+1)b=qb+b.
Soit 7 = a — bq. On obtient a = bg+r < bg+ b doncr <b

— Unicité du couple (g, 7).
Soita=bg+r=>bq1 +r1 avec r <b et r4 <b.
Supposons par exemple r; > r. Néccessairement ¢ < q.
Soit s tel que 1y =7+ s et ttel que g=¢1 +t. Ona s <b (car r; <b).
Il vient en remplacant :

b(g+t)+r=>bg +r+s donc bt=s

Si t > 1, alors bt > b donc s > b, ce qui est absurde. Donc ¢t =0 et donc
s = 0. On obtient donc ¢ =¢q; et r=r1.

O
Définition L’application ainsi définie, de N x N* dans N x N, qui au couple

(a,b) associe le couple (q,r) s’appelle I'opération de division euclidienne dans
N. g est le quotient et r est le reste dans la division euclidienne de a par b.



