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1 Introduction

Dans le chapitre intitulé ” Nombres réels” nous avons construit le corps des
réels en utilisant comme point de départ les suites de Cauchy de rationnels.
Cette méthode est due historiquement a Cantor. Mais il existe une deuxiéme
présentation classique, due a Dedekind, fondée sur la notion de ”coupure” a
Iintérieur de ’ensemble Q des rationnels. C’est de cette seconde présentation
que nous nous inspirons dans ce qui suit ;cette méthode est par moments un
peu laborieuse, par exemple dans ’étude des propriétés des lois de composi-
tion sur R; par contre, elle permet un acces plus direct a certaines propriétés
fondamentales de R (densité de Q dans R et théoréme de la borne supérieure).

2 Définition d’un nombre réel. Exemples

Définition 2.1 On appelle nombre réel (ou plus simplement réel) tout sous-
ensemble o de Q vérifiant les propriérés suivantes :

Ha#0;a#Q

2)VreaVyeQ\ a:x <y

3) a ne posséde pas de plus grand élément.

L’ensemble des nombres réels est noté R.

Remarque 2.2 C’est une telle partition de Q en deuzr sous-ensembles non
vides (ici notés a et Q\ ) tels que tout élément de l'un soit inférieur a tout
élément de l'autre qui fut désignée comme “coupure dans les nombres ration-
nels” dans la présentation de Dedekind.

Exemples 2.3

1. Soit a € Q; soit 'ensemble a = {z € Q / = < a}. Cet ensemble « vérifie
bien les trois propriétés ci-dessus : c’est donc un réel.

2. Soit ’ensemble o = {m €Q, /2?2 < 2} UQ-_. « vérifie clairement les pro-
priétés 1) et 2) ci-dessus. Pour la 3), raisonnons par I’absurde en supposant
que a admet un plus grand élément a.



On a0 < a et a?2 < 2. Soit alors le rationnel

_a(a2+6)
- 3a242
on a ( 2)
20(2 —a
b—a=———->0
@ 3aZ + 2 >
et
2(.2 2_2 2 22 6 _ 4 12 2 2_23
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(3a? +2)2 (3a? +2)2 (3a? +2)2

On a obtenu un élément b > a dans a, ce qui contredit la définition de a
comme plus grand élément de a.

Notons tout de suite que ces deux exemples sont différents : montrons que
I'exemple (2) n’est pas du type de ’exemple (1). Raisonnons par 1’absurde et
supposons que a = {z € Q / z < a} avec a € Q*. Comme a ¢ o, on a a® > 2.

2
6
Reprenons le nombre b = %. Le calcul précédent montre ici que
a
b—a <0, donc b < a, et que b> —2 > 0, donc b? > 2 donc b ¢ o donc b > a;
2
6
finalement donc b = a, d’oul a = L—H d’ott on déduit a® = 2.
3a2 + 2

Or, il n’existe aucun rationnel de carré 2 : pour le montrer raisonnons encore

2
par 'absurde en supposant que 2 = (2—)> avec pAqg=1:
q

On a donc p? = 2¢? donc 2 | p donc p = 2p’ donc 4p”? = 2¢* donc 2p”? = ¢*

donc 2 | ¢; et finalement 2 esr un diviseur commun & p et Q, ce qui contredit
pAqg=1.

On va noter provisoirement réels du type 1 les réels du type de 'exemple 1),
et réels du type 2 tous les autres réels. Vous vous en doutez peut-étre déja, une
fois notre construction terminée, les premiers seront les rationnels et les seconds
les irrationnels. . .

Propriété 2.4 L’inclusion est une relation d’ordre total sur R

Démonstration :

R C P(Q) (ensemble des parties de Q); on sait que inclusion est une
relation d’ordre (partiel seulement) sur P (Q); reste a démontrer que lordre
ainsi induit sur R est total, donc que :

Va,€ER:aa C B ou (Ca.

Supposons que o ¢ (: Jx € a\F. Soit alors y € # : on a donc y < z (car
x ¢ () donc y € o (car x € ) ; on a donc 8 C a.



3 Le groupe (R, +)

3.1 Définition d’une addition sur R

Définition 3.1 On va définir une addition sur R ainsi : Si o et B sont des
réels, on pose

a+f={2€Q/Jrecayef:z=x+y}.

Cette définition associe plus généralement, a tout couple de sous-ensembles de
R, un troisiéme sous-ensemble dit somme des deux premiers). Pour affirmer que
I'on définit ainsi une addition sur R il faut montrer que o + 8 € R et donc
vérifier pour v + (3 les propriétés 1), 2) et 3) de la définition d’un réel. :
1. 3z € a Jyg € B donc xg +yo € a+ 3 donc a+ B # ()
Jry¢ady1 ¢ 6;sixg +y1 €a+ G, alorsx; +y; =x+y avec x € «
et y € B;or x1 > x et y; > y d’oll une contradiction : x1 +y1 ¢ o +
donc a + B # Q.
2. Soient z € a+ f et t € Q\(a + () : montrons que z < ¢t :
z=x+yavecxr €aetyepf
t=x+y avecy' ¢ 3 (car t ¢ a + ()
Donc y < gy/donct >x+y =z
3. Par ’absurde, supposons que « + (3 ait un plus grand élément a € Q :
alors @ = a1 + ag avec a1 € awet ag € f; Ja) € o Jah, € B : a} > azet
ah > ag; d’ou : a} + ay > a1 + az = a avec a| + a}, € a + 3 : impossible.

On a donc bien défini une addition sur R.

3.2 Propriétés de ’addition sur R
3.2.1 Commutativité

Elle résulte de la commutativité de ’addition sur Q.

3.2.2 Associativité

Elle résulte de I’associativité de ’addition sur Q.

3.2.3 Elément neutre

On va montrer que € = Q* est élément neutre, donc que : Vo € R: a+¢ =«

- Soit z€a+¢ec:z=xz+yavecr €aety€edoncz<xdonez €«

— Réciproquement, si z € a«: 32 €a: 2/ >z;0naz=2+(z—2) avec
Zeaetz—2 €edonczea+e

3.2.4 Tout élément a un opposé

On va montrer que : Vo € R da’ € R : a4+’ = . Pour cela on va distinguer
deux cas, selon que le réel v est du type 1 ou du type 2 (notation vue a la fin du

§2) :



1. aestdutype 1 :a={re€Q /z<a}avecacQ

Choisissons o/ = {x € Q / z < —a} (c’est encore un réel du type 1) :
~Soit z€a+a :onmaz=ax+yavecr <aety< —adoncx+y<O0
doncz=x+yc€e

. z z z z z
— Soit z € e: —<0etz:(§+a)+(§—a) avec §+a<aet g-a<-a

z z , ,
donc§+a€aet§—a€a donc z € a + &'

.« est du type 2

Choisissons o = {z € Q: —z ¢ a}. Ici, il faut montrer que @’ € R : on

doit vérifier les propriétés 1), 2), 3) de la définition d’un réel.

(a) o #D:Soity ¢ a: —y e/

o £Q:Soityea: —y¢a

(b) Soient x € &' et y ¢ &' : —x ¢ a et —y € a donc —y < —z donc
r<y

(¢) Supposons (par l'absurde) que o’ posséde un plus grand élément
a:alors o = {reQ:x<a} (en effet : si z € o, alors z < a;
réciproquement, supposons x < a : si x ¢ o', comme a € o/, a < x
d’apres le point 2) ci-dessus); alors : 2 € a <= —x ¢ o/ < —x >
a<=z< —adonca={reQ /z< —a}et donc a est du type 1,
ce qui est contraire a ’hypothese.

Donc o est bien un réel.

Reste & vérifier que o + o/ = ¢ :

~Soit z€a+ad :z=x+yavecx € aetyea donc—y ¢ « donc
x < —ydonc z €e

— Soit z € € :
Supposons d’abord que 0 € a.
Soit y ¢ a. Alors y > 0; soit n € N défini par n(—z) <y < (n+1)(—2)
( n est le quotient dans la division euclidienne de y par —z). Alors :
(n+1)(—2) ¢ o et donc l'ensemble {zr € a« / Tk € N: z = k(—2)} est
fini et admet donc un plus grand élément p(—z). Ona: z= (p+ 1)z +
p(—=2) avec (p+ 1)z € o (en effet (p+1)(—2) ¢ a) et p(—z) € a. Donc
dans ce cas on a bien z € a + /.
Supposons maintenant que 0 ¢ a.
Alors 0 € o : on reproduit le raisonnement ci-dessus en remplacant o
par o'.

Tout réel o est donc bien symétrisable pour 1’addition ; son opposé o’ sera

noté dorénavant —o.

4

Conclusion : (R, +) est un groupe commutatif .
On notera a — = a + (—f3) (différence des réels a et [3).

Nombres réels positifs, négatifs

Définition 4.1 Un réel o est dit strictement positif si et seulement si 0 € «;
leur ensemble est noté RY .



Un réel a est dit strictement négatif si et seulement si —a € RY ; leur
ensemble est noté R* .

Propriété 4.2 R} NR* =0

Démonstration :
Supposons en effet un réel a € R} NR* :
aeR <= 0€ca
acR = —acR <= 0€-a<+=0¢&a

Notation 4.3 R* =R UR*
Propriété 4.4 R = R*U{e}

Démonstration :
Pour prouver cela, il suffit de montrer I'implication : « ¢ R* — a = ¢.
Soit donc o ¢ R*; montrons que Vz € Q : x € a <=z <0
[=]z€a;a¢ R, donc0¢adoncz<0

[=]Soit x < 0;siz ¢ a, —v € —a; or « ¢ R* donc —a ¢ R% donc
0 ¢ —a; donc —x < 0 donc z > 0 : contradiction.

Notation 4.5 On pose
Ri :=Ri U{e}

et
R_:=R* u{e}

Les éléments de Ry sont les nombres réels positifs (au sens large), ceux de
R_ sont les nombres réels négatifs (au sens large).

D’apres ce qui précede : Ry NR_ ={e} et R=R; UR_
Propriété 4.6 1) [a € Ry et e Ry = a+ € Ry

2)[oeR_etBeR_|]=a+pfcR_

Démonstration :
1) Les cas ol @ = 0 ou 3 = 0 étant triviaux, supposons « et 3 dans R :
Ocadonc:Jzeca:0<z;0=0+(—x); —z<0et 0€fdonc —x € 3;
donc 0 € a+ (3 :donc o+ € RY C Ry

2) De méme, on peut prendreici a et 3 dans R* : alors —a € RY et —3 € R
donc, d’apres 1), (—a)+ (=) € R} donc —(a+f3) € R} donc a+5 € R* C R_

Propriété 4.7 Soient o, 8 € RY (donc a + 3 € R% ). Pour tout z € Q% N
(a4 B), il existe deux rationnels strictement positifs x et y tels que x € «,
yepfetz=x+y




Démonstration :
On rappelle que 'inclusion est un ordre total sur R, donc que o« C 3 ou
8 Ca.
Par ailleurs, « C a+ f (car Vz € o : x =z + 0 et 0 € 3) et de méme
08 Ca+p.
Supposons donc a C § C a + 3. On va distinguer trois cas :
~ze(a+f)\B
z=x+y,x €a,y€f;doncy < zdonc x> 0.
Si y <0, alors z < z donc z € «, impossible car z ¢ (3.

-z €N
Soit 0 < a et a € «a; Q étant archimédien, il existe n € N* tel que
z z 2n—1 z z
0 < — < a Alors : z = — + z avec — € a,— > 0 et
n 2n 2n 2n 2n
2n—1 2n-—1 2n —1
0< Z, z < z donc z€p
2n 2n
- zZE«w

—Z+Z'tz>oze Zeﬁ
FTR Ty oty S Gy

Propriété 4.8 Vo, e R:a C <= [ —a R,

Démonstration :  On va démontrer la double implication :

Sia=p, alors §—a=¢€R,.

Sia#f,soitre Na:onal=x+(—z);z€f;x ¢ adonc —z € —a:
donc 0 € B+ (—a) donc f —a € RY C R,

Sif—a=c¢,alors a = donc a C (5.

Sig—aeR, 0+ (—a):donc0=x+yavec x € f et y € —a; donc
x = —y ¢ «. En raisonnant par ’absurde, supposons que o ¢ 3 : alors 8 C «;
orz € B etx¢ a, dou la contradiction.

5 Le corps (R,+, X)

5.1 Définition d’une multiplication sur R

Définition 5.1 Sia € R} et B € R, on pose
axﬁz{zEQ/EleaﬂQi ,ye Nl :z:a;y}UQ_

On note aussi cette opération . ou af.

Montrons que 'on définit bien ainsi un réel :

1. Q_ C aff donc aff # 0.
Soient zg ¢ a et yo ¢ [ : alors g > 0 et yo > 0; si zoyo € af, on
a Toyo = w1y1 avec 1 € aN @ et yp € BN Q% donc 0 < x7 < 9 et
0 < y1 < yo : contradiction. Donc zgyp ¢ af et donc aff # Q



2. Soient z € aff et t ¢ af3 : montrons que z < t.
Onat>0(car 0 € Q_ C af)
Sizé€e@_,on a bien z < t.
Sinon : z =ay avec x € aNQfL et y € BNQ%L;t =ay avec y € Q7% et
y' ¢ 3 (car t ¢ af); donc 0 < y <y’ donc z = xy < xy’ = t.

3. Raisonnons par ’absurde en supposant que af posséde un plus grand
élément a € @Q; on sait que : drg € a N Q7 et dyp € BN Q7% ; alors
Toyo € af N Q7% ; donc a > 0. Donc a = ajaz avec a; € a N QY et
az € BNQY il existe a) € avet b € Btelsque 0 < a; < af et 0 < ay < ah;
donc a < ajah € af, ce qui contredit la définition de a.

«af ainsi défini est donc bien un réel. Remarquons de plus que ce réel est
strictement positif : soient xg € a N Q% et yo € BN Q7% ; alors xoyp € af et
2oyo > 0 donc 0 € af.

Définition 5.2 Si o € R} et 3 € R* on pose : aff = —[a(—F)] (alors
af € R*).

Sia € R* et B € R on pose : aff = —[(—a)B] (alors af € R* ).
Siae R et f€RE on pose : aff = (—a) (—F) (alors aff € RY ).
Pour tout a € R on pose : ae = e = ¢

On a donc défini une multiplication sur R tout entier.

5.2 Propriétés de la multiplication sur R

5.2.1 Commutativité

Montons que : Voo € RVG € R: af = fa

— Supposons o, € R} :ona Q- Cafet Q- C fa;et:
ze@iNaf<+=dJreQiNa Jye Qi NB:z=oy<=drec Q) Na
JyeQiNp:z=yr = 2€ Q) Npa

— Autres cas : on se raméne au cas ci-dessus :
sia €RY, BER :af =—[a(=p)] = —[(-f) o] = fa
sitaeR, BeRL :af=—[(—a)f] = —[B(—a)] = pa
sia € RE, BERL : aff = (—a) (=0) = (-0) (—a) = Ba

5.2.2 Associativité

Méme principe : I’égalité (a3)y = a(f7) se démontre sur R¥ comme ci-
dessus; puis on distingue les cas en s’y ramenant : exemple avec o, 8 € R et
v eR::

(ﬁ(a)ﬂ)v =—[@B) (=)l =—la (B (=) =—la(=BN)]=—[-(a(By)] =
a(By



5.2.3 Distributivité sur 1’addition

On doit montrer que
Voa,B,v € R:a(f+7) =af + ay.

La propriété étant évidente si 'un des trois réels est nul, on suppose «, 3,7 € R*
et on distingue les cas suivants :

1. a e RY

(a) B,y e R:
On a B+ v € R} et les deux membres de I'égalité a démontrer
sont donc dans R* . On peut donc démontrer la double inclusion en
raisonnant avec z € Q7 :

izea(B+7):
z=zxt,x >0,z € a,t > 0,1t € §+ ~. D’apres une propriété vue
au §4, on peut écrire : t = y+u,y > 0,y € B,u > 0,u € . Alors
z=x(y+u) =xy+ xu, avec zy € af et zu € ary

ii. z€af+ay:
af et ary étant dans RY , on peut écrire : 2 = t1+12,11 € af3,t2 €
ay,t; > 0,t9 > 0, soit : 2 = x1y; +x2y2 avec 1 > 0,22 > 0,y >
0,92 > 0,21 € a,y1 € B,22 € @, y2 € 7. Supposons par exemple

x x
que 0 <z <xp:ona:z=as( —y+ya);0< —y <y
T2 T2
x x
donc —1y1+y2€5+7avec —1y1+y2>0doncz€a(ﬂ+7)
T2 X9

(b) BeR;,yeR:, B4+v€RE
Raisonnons par équivalences a partir de 1’égalité a démontrer :

a(B+7)=ab+ay
— af+7)t+al(—y)=af
= a((B+7)+ (=) =ab
— af=af
(c) BeRL,yeR:, B+y€eRE
On a
a(B+7)=—[a((=8)+ (—7))]

or: =€ R*,—y e R%,(—0) + (—v) € R donc, d’apres ci-dessus :
0.8+ 7) =~ [o(~8) + 0 (~)] = ~ [ (a8) ~ (am)] = a8 + 0

(d) BeRL,yeR:,B+7=0
a(B+y)=0etaf+ay=af+a(-p)=af—af=0

2. a e RY
a(f+7v)=—[(—a) (B +7)] (que f+~ soit nul, dans R* ou dans R* ) donc
d’aprés ci-dessus: a (B +7) = — [(—a) B+ (—a)v] = — [- (af) — (ay)] =
af + avy



5.2.4 Elément neutre

Soit 1 = {x € Q / x < 1} : montons que £; est élément neutre, donc que :
Va e R:ae1 =«
— a=0: évident
—aeRY tona@_ €aec;et Q- € aj;soit done z € QF :
Si z€agy:z=ayavecz €,z >0et 0 <y <1doncz=zay <z donc

zZEQ
Si z€a:soitz’>z,z’€a:z:z’><i,aveci,<1donc3/651donc
Z € agy z z &
—aeR":
—a R jalors: o) = —[(—a)e1] = — (—a) =«

5.2.5 Tout élément a un inverse
On doit montrer que
Va € R*,3d/, tel que aa = ¢4
Commencons par supposer que o € R% . on distingue deux cas :
I.a={ze€Q /x<a}avec a € Q% (a est un réel du type 1) :
1
Prenons o/ =<z € Q /x < —} et montrons la double inclusion (il suffit
a
la encore de la montrer sur Q%) :

1
Soit z € ad avec 2 >0:z=xyavec0<x<aet0<y< —doncz<1
a
donc z € g1
Soit z € £1 : 0 < z < 1; soit 2’ tel que z < 2’ < 1 :alors : z = (2/a) x

z 1
— X — | avec
2 a
z 1 z 1
Za>0,-x=->0,2acaet 5 x - €a doncz € ad
2 a 2 a

1
2. « est un réel du type 2. On peut prendre o/ = {ac € Qi/; ¢ a} UQ@-_

On doit vérifier cinq propriétés : trois pour démontrer que o’ € R, puis
deux pour la double inclusion signifiant aa’ = &7.

(a) o #0car Q_ C
1
o #Q :eneffet Iz € aN@Qi donc;géo/

(b) Soient z € o' et y ¢ o : montrons que x < y
On a y > 0 : la propriétéest donc vraie si x € (J_ ; supposons donc

z > 0.

1 1 1 1

—€a; —¢adonc — < — donc x < y.
Yy z (TR

(c) Si o' possede un plus grand élément a € Q% , on peut écrire (voir
Iétude de la symétrisation pour 'addition) o’ = Q_U{aj €eQl /r< a}

1
donc:Veri:a:>a<:>x:Z,tE(xﬂQi;donc:teaﬂQi@

1
n > a <=t < —; alors « serait un réel du type 1, ce qui est exclu.
a
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(d) ad Ceq:

1
Soit z € QL N(ad') : z =xy, v € QF Naet y € Q4 Na/ : alors — ¢ «
Yy
1
donc x < — donc z =zy < 1 donc z € g1
Yy

(e) e1 Cad :

1
Soit z € e1NQY : 0 < z < 1donc -~ > 1 donc la suite ration-
z

n
nelle de terme général <—> , strictement croissante, est non ma-
z
jorée (résultat classique : on montre par récurrence que, en posant

1 1\"
—:1+aaveca>0,0na<—> > 1+ na pour tout n € N).
z z

1\ *
Prenonslecas1 € a;s0ity ¢ o . L’ensemble s x € a/Fk € N : . = <—> }
z

1 n
est borné par 1 et y et donc est fini d’apres ci-dessus. Soit <—> son
z

1\ " 1 n+1
plus grand élément : <—> caet <—> ¢ a donc 2"t € o/,
z z

1 n
Or:z=2"tlx <—> ; donc z € ad.
z

Dans le cas 1 ¢ «a, on a donc 1 € o : on raisonne comme ci-dessus
en remplacant o par .

La propriété est donc bien démontrée si o € R .

Si o € R® alors —a € RY.. Par conséquent, d’apres ci-dessus il existe o’ € RY.
tel que (—a) o/ =¢e1; 0or (—a)d’ = a(—d') donc a(—a') = e.

1
Tout o € R* est donc inversible ; son inverse sera dorénavant noté —.
ol

On déduit de ces propriétés que (R, +, X )est un corps commutatif.

«@
On notera — = a X — (quotient du réel « par le réel non nul 3).

B B
6 Inclusion de Q dans R

Soit R’ le sous-ensemble de R formé des réels du type 1.
Théoréme 6.1 R’ est un sous-corps du corps des réels.

Démonstration :
Notons, si a € Q, p(a) ={z € Q/z <a} e R

Pour montrere notre résultat, on doit vérifier 6 points :

1. Va,be Q: v (a) +¢(b) = ¢ (a+0b) (dou la stabilité de R'pour +)
Montrons la double-inclusion.
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(a) Soit z € p(a)+¢(b) :z=z+yavecr <aety<bdoncz<a+b
donc z € p(a+b)

a+b—z a+b—=z

(b) Soitz € p(a+b):z<a+bj;or:z=a— 5 +b 5 ;et
b— b—
zlza—HTZ <aet22:b—a+TZ < bdonc z € v (a)+¢ (b)

2. e=¢p(0)e R
3.VaeQ: —p(a)=p(—a)eR.
4. Ya,b € Q : p(ab) = ¢ (a) ¢ (b) (d’ou la stabilité de R’ pour x) :

(a) Supposonsa > 0et b > 0: il suffit de montrer I’égalité des restrictions
de ces ensembles a Q% .

b

i. Soit z € ¢ (ab)N Q% :alors 0 < z <ab; Ipe N* 1 ab—2 > —.

p

1
Alors a > —
p

1 1 b
Posons z = (a— =) 2050 <a— - < a; et comme z < ab — —,

p
ona0 < 2z <b. Donc z € p(a)p(b)

ii. Soit z € p(a)p(b)NQ% :z2=2z1zpavec0 <23 <aet0< 2z <b
d'on 0 < z < abet z € ¢(ab)

(b) Sia>0etb<Oona:

p(ab) = —p(—ab) = —¢(a(=D))
= —lpl@e(=0)] = —lpa)(=¢®)] = ¢(a)e(b)

(c) Sia<0etb<0,ona:
¢ (ab) = ¢ ((=a)(=b)) = ¢ (—a) ¢ (=b) = (=¢(a)) (= (b)) = ¢ (a) ¥ (b)

5. Elzgo(l) eR

6. VaEQ*:@z@(é)
Eneffet:go(a)g0<l> :g0<a><l> — () =&

a
Théoréme 6.2 Le corps ( R, +, x) est isomorphe au corps (Q,+, x)

Démonstration :

Soit 'application ¢ : Q — R’ : a — ¢(a) = {x € Q= < a}. D’apres la
démonstration ci-dessus, ¢ est un homomorphisme de (Q, +, x) dans (R, +, x).
Pour montrer que ¢ est bijective, la surjectivité résultant de la définition méme
de ¢, il suffit de montrer I'injectivité :

Soit p(a) = ¢ (b). Sia <b, Iz € Q:a <z <bdoncz € pb)\ypl(a):
contradiction (on aurait pu également utiliser le fait général qu'un morphisme
d’anneaux entre deux corps est forcément injectif.)
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Convention 6.3 L’isomorphisme @ permet d’identifier le corps Q des ration-
nels et le corps R’ des réels du type 1, en convenant d’assimiler le rationnel a

et le réel {x € Q/x < a}; cette identification permet de considérer Q comme
inclus dans R. En particulier, cette inclusion permet d’écrire

«e=0»et «eg=1n».

Les réels du type 2 (donc les réels non rationnels, éléments de R\ Q) seront
dits dorénavant irrationnels.

7 Prolongement a R de la relation <

Rappels 7.1

1. L’inclusion est un ordre total sur R
2. Vo, e R:aC <= [F—-—acR,y

Montrons que la relation C sur R prolonge la relation < définie sur Q :

Va,beQ:aCb

— b-—aeRy

< [b—acRioub—a=0]
< [0eb—aoub=d]

< [0<b—aoub=d]

~— a<bd

Ce prolongement permet d’étendre la notation < a R par :
a<f<=acCp

Remarques 7.2 :
1. VoeR:0<a<=0Ca+=acRy
2. Vo, 0eR:a<f<=aCf<=f-acR, <= 0<F—-qa

< est compatible avec + sur R :
[a<Beta;<p]=[f—-a>0etf1—a; >0= (—a)+(01 —a1) >
0

— B+0)—(a+a)>0=a+a1 < B+

4. < est compatible avec x sur R :

Soit 0 < a< fet0< a3 < B :alors:fpf —avy = (B—a)f1 +
a(f1 —a1) >0 donc ay < B4

Toutes ces propriétés conferent a (R, +, x, <) une structure de corps totale-
ment ordonné.
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On définit sur R l'ordre strict associé a < par

a<f<=[a<feta#f.

Onadonc:a<f<=[f—acRTeta# < f-acRi

Propriété 7.3 Vr e QVae R:r<a<=reca

Démonstration :

8

r<a

a—reRy

Oca—r

0O€a+(—r)

[Fre@ IyeQ:0=x+y,x€ay€c —r]
[Fze@ e :0=x+y,x€ay<—r]
[Fr e :z€a,—x<—r]
[Frea:z>r]

reEa

rrerrony

Densité de Q dans R et théoréme de la borne

supérieure

Théoréme 8.1 St a et B sont deux réels tels que o < 3, il existe un rationnel
r tel que a < r < [ (on dit que Q est dense dans R ).

Démonstration :
Soient o, 8 € R avec a < 3 : on distingue plusieurs cas :
aeQ,peqQ
Alors ath €Q, et a< a——;—ﬁ < 0.
a€Q,feRNQ

Alors : @ < f <= «a € f;donc : Ir € Q : [a<retre donc :
a<r<p.

a e RNQ,5€Q

Alors : —f € Q,—a € RN\Q, et —3 < —a; d’apres le cas précédent :
dIreQ: -8 <r < —adonc

a<-—-r<pfet—reqQ.

o, f € R\Q

OnafB—-a€eR) doncO€f—-adoncO=x+yavecw e Betyec—aqa,
doncz € fet —z € —a, donc z € et x ¢ o, donc @ < x et © €
alors il existe r € Q tel que x < retr € f;donc: a <z <r < et
finalement : a < r < .

Théoréme 8.2 Soit E un sous-ensemble de R, non vide et majoré (i.e. il
existe un majorant de E, réel supérieur ou égal a tous les éléments de E).
Alors : l’ensemble des majorants de E admet un plus petit élément, nommé
borne supérieure de E
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Démonstration :

Soit « I'ensemble des rationnels qui ne majorent pas E. On va montrer
successivement que « est un réel, que « est un majorant de F, et que « est le
plus petit des majorants de FE.

— Montrons que a € R

l.a#D et a#Q :
Puisque E # (), soit 8 € E; soit r € 8 : alors r < 3 donc r € a.

Puisque E est majoré, soit v un réel majorant de F ; soit un rationnel
r ¢~ :on adoncr >+ donc R majore E, et donc r ¢ a.

2. Soitxcaetyda:FteFE :z<t<y;donc:z<y

3. On raisonne par 'absurde en supposant que o = {z € Q= < a}
avec a € Q :

a+ o
aEadonc:EIyGE:a<y.Onad0nca<Ty<y;laprem1ere
+ty

de ces deux inégalités implique a4
a+y
2
— Montrons que « est un majorant de E
Par ’absurde : supposons que : 36 € E: 3 > «
D’apres la densité de Q dans R : Ir € Q: ae < r < . Donc r ¢ o donc R
est un majorant de F ; d’ou une contradiction avec r < 3, puisque 3 € E.

¢ «; mais la seconde implique

c«

— Montrons que « est le plus petit majorant de F
Par ’absurde : soit v un autre majorant de E tel que v < a.
D’apres la densité de Q dans R : I3r € Q : v < r < a. Donc r € o donc R
n’est pas un majorant de F; d’ou une contradiction avec v < r, puisque
~ est un majorant de F.
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