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Autour des triangles inscrits sur une hyperbole équilatére

M.Gouy G.HUVENT A.LADUREAU

10 février 2003

Dans tout le texte qui suit, ABC désignant un triangle, ) désignera le centre du cercle C; circonscrit au triangle
et H son orthocentre.

Triangles inscrits dans une hyperbole équilatére

1
. Construire '’hyperbole H; d’équation y = — dans un repére orthonormal (O, 7, ?) (P'unité sera de 2 c¢m)
x

Placer les points A (2, %), B (—%, —2) et C (4, %) . Construire l'orthocentre du triangle ABC.
Que constatez-vous 7

3. Déterminer par un calcul & la main une équation de la hauteur AA du triangle ABC' passant par A.

S

® N> o

. Faire de méme avec la hauteur AB du triangle ABC passant par B.

En déduire les coordonnées de H puis vérifier ou infirmer la conjecture émise & la question 2
Déterminer par un calcul & la main les coordonnées du centre €2 du cercle circonscrit C; au triangle ABC.

Tracer C; puis le symétrique de H par rapport & O. Que constatez-vous ? Prouvez-le.

. Reprendre les questions 4,5 et 6 en faisant les calculs a I'aide d’un logiciel de calcul formel.

A P’aide d’un logiciel de géométrie, refaire la figure en prenant cette fois trois points quelconques sur H;.
Le résultat reste-t-il valable si 'on déplace les points A, B et C'7

1 1 1
. On désigne par A (:cl, —> ,B (:cg, —> et C (:cg, —> trois points quelconques distincts de H;.
1 X Zs3

2

(a) Déterminer a l’aide d’un logiciel de calcul formel, une équation de la hauteur AA du triangle ABC passant
par A puis une équation de la hauteur AB issue de B. Conclure.

(b) Déterminer l'intersection de AA et H;. Comment sans calculs supplémentaires peut-on retrouver le résultat
précédent 7

(¢) Démontrer que le symétrique de H par rapport au point O appartient au cercle circonscrit du triangle
ABC.

Intersection d’un cercle et de I’hyperbole 'H

. Construire 'hyperbole H; d’équation y = %dans un repére orthonormal (O, 7, ?) (unité : 2 cm)

. Construire le cercle C; d’équation x2 + 32 + %x + %y + % =0.

Déteminer graphiquement puis algébriquement les points communs & H; et C;.

. Refaire le méme travail avec Ca cercle de diameétre [A, B] ou A et B sont les points de coordonnées respectives

A(-1,-1) et B(3,2)
Dans le cas d’un cercle quelconque, montrer & I'aide d’un logiciel de calcul formel que I’équation aux abscisses
des points communs aux deux courbes se raméne & une équation polynomiale de degré 4.
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Remarque 1 Pour la suite, on admettra les résultats suivants :

Une telle équation :

Ne peut avoir qu’au plus quatre solutions dans R.

A exactement quatre solutions si elle en posséde au moins trois (Attention, une méme solution peut étre comptée
deuz fois ou plus).

Dans le cas ot un polynome P de degré 4 a quatre solutions dans R alors, on peut écrire :

Pz) = azx*+bd+ex’+det+c=alz—a)x(z—PB)x(x—7)x(x—10)

ot a, 3,7 et & sont les quatre racines de P

5. A Taide d’un logiciel de calcul formel, développer la seconde expression de P et en déduire la valeur en fonction
des coefficients de P des expressions suivantes :

S1 = a+B8+y+94

Sy = af+ay+ad+py+ Lo+
S3 = afy+ Bvyd+ya+ daf

Sy = apfvyd

6. On désigne par A (z1, =), B (22, ) et C (23, 25) trois points quelconques distincts de H; et par Cy le cercle
circonscrit au triangle ABC.

(a) Montrer que H; et C1 ont quatre points en commun dont trois au moins sont distincts deux a deux (On
notera D le dernier point et zp son abscisse).

(b) En s’aidant de la question 5, montrer que Iisobarycentre G des points A, B,C et D est le milieu de [, O].

(c) Montrer que D est le symétrique de l'orthocentre H du triangle ABC' par rapport a O.

3 Triangles équilatéraux inscrits dans une hyperbole équilatére

1. Soit 2 un point de H; et C; un cercle de centre €2 vérifiant :

— 'H1 et C; ont au moins trois points distincts deux & deux en commun.
— Le symétrique Q'de 2 par rapport au centre S de ’hyperbole appartient & Cq

D’aprés la partie 3, on a vu qu'’il y a quatre points communs entre ces deux courbes, notons A, B et C' les trois
points s’ajoutant & '.On remarquera alors que C; est le cercle circonscrit au triangle ABC.
(a) Faire un dessin correspondant aux hypothéses. Tracer le triangle ABC, que peut-on constater ?

(b) On se propose de démontrer ce résultat.

i. Notons zg, 'abscisse de . Déterminer alors les coordonnées de €2 et .
ii. En remarquant que [, '] est un rayon de C;, déterminer une équation de C;.
iii. En déduire I’équation aux abscisses des points communs aux deux courbes Cq et Hi.

iv. Vérifier que —x( est bien solution de cette équation. On note x1,z2 et x3 les trois autres solutions ou
encore les abscisses des points A,B et C.

v. A Taide de la question 6 b) déterminer en fonction de g, les coordonnées de G centre de gravité du
triangle ABC'. Conclure.

(¢) Montrer que le cercle et ’hyperbole n’ont que trois points distincts en commun si, et seulement si, {2 a pour
abscisse 1 ou —1.

2. Soit trois points A, B et C' appartenant a H; tel que le triangle ABC' soit équilatéral.
Démontrer que le centre €2 du cercle circonscrit au triangle ABC appartient & H; et qu'il passe par le symétrique
du point €2 par rapport a O.

3. Déduire des questions précédentes les triangles équilatéraux ABC inscrits dans H; dont le sommet A a pour
abscisse 2.
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4 'Triangles rectangles inscrits dans une hyperbole équilatére

On désigne par A (xl, x_ll) ,B (xg, x_lz) et C (xg, %3) trois points quelconques distincts de H; et par C; le cercle

circonscrit au triangle ABC.

1. En utilisant la question 2 6.c), montrer que si ABC' est rectangle (en A par exemple), le cercle C; passe par deux
points symétriques par rapport au centre de ’hyperbole

2. Donner une CNS sur z1, 22 et 23 pour que ABC soit rectangle en A

3. On se propose d’examiner la réciproque du résultat obtenu a la question 1. Soient A, B et C trois points
quelconques deux a deux distincts de H;. On suppose que C; passe par le symétrique de A par rapport au
centre de I’hyperbole et que ce symétrique est distinct des points B et C. L’équation de C; est de la forme
%+ y? — 2uz — vy + w

(a) Par des considérations géométriques simples, exprimer w en fonction de ;.

(b) En écrivant a laide d’un logiciel de calcul formel, que C; passe par A, exprimer v en fonction de w.
Puis en exprimant que C; passe par B, déterminer u et v.

(c¢) En exprimant que C; passe par C, en déduire que le triangle est rectangle en A.

4. Montrer que le triangle est rectangle en A si et seulement si la tangente en A & 'hyperbole H; est perpendiculaire
au coté BC.

5 Triangles inscrits dans une parabole

On se propose de reprendre la premiére partie en remplacant ’hyperbole H; par la parabole P d’équation y = 2.

L’objectif est donc d’étudier 'orthocentre d’un triangle ABC' inscrit dans P.

1. Placer les points A (2,4), B(0,0) et C' (—32,2), puis construire I'orthocentre du triangle ABC. Que constatez-
vous ?
Faire la méme chose lorsque C' (—%, 2745)

2. Calculer les coordonnées de 'orthocentre pour les deux cas précédents.

3. A et B étant donnés comme dans la question 1., pour quels points C (xl, x%) de P lorthocentre H est-il aussi
sur P 7
(Ce calcul sera fait a aide d’un logiciel de calcul formel).

4. A Daide d’un logiciel de géométrie, constater le phénomene suivant : soient A, B et C' trois points distincts deux
a deux de la parabole P, 'orthocentre du triangle ABC est sur P si et seulement si ABC est rectangle.

5. On se propose d’en faire une démonstration a l’aide d’un logiciel de calcul formel, pour cela :

(
(b
(c
(d

&

) Définir trois points quelconques A, B et C de la parabole d’abscisses respectives x1, o et x3.

) Calculer les coordonnées de H en fonction de ces trois réels.

) Déterminer la condition sur ces trois réels pour que le point H appartienne a P.

) A, B et C étant distincts deux & deux, écrire la condition traduisant que le triangle ABC' est rectangle en
A. Faire de méme pour les points B et C.

(e) En se rappelant qu'un produit de facteurs est nul, si et seulement si, un au moins des facteurs est nul,
démonter la propriété énoncée a la question 5.
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Solution

1 Triangles inscrits dans une hyperbole équilatére

1. et 2.

|

3. et 4. Recherche des coordonnées de H. Soit M (z,y) un point quelconque du plan

—_— —

MeAA <+ AM.BC =0
— (z+3)x2+([y+2)x <—>0
— 2r—1y+1=0

Equation qu’on peut retrouver sur une TI-92, par exemple, comme suit :

|’F1 T FEv G A FE FE™ T ]
- E AlgebralCalc Dther‘TPr*ngDTClean Up

= HewPrab
a[-1s2 -2]*a
i[2 121+ b
a4 141+
Bl d]l*m

B dotPim—a,c—-bi=0

Done
[-1r2 -2]
[2 1-2]
[4 1-4]
[x u]

=2 =
2-x 4+1x’2 2]

dotP{m—a_.c-h3=0

HMalH KRD ALTO

FUHC &6/60

On peut alors chercher de méme une équation de la hauteur issue de B puis les coordonnées de H

Equations des hauteurs
(dotP calcule le produit scalaire)

Coordonnées de H

Fi T Fev Fiv | Fuw FE FE™ T ]
- E AlgebralCalc Dther‘TPr*ngDTClean Up

|’F1 T Fev Fiv | Fuw FE FE™ T ]
- E AlgebralCalc Dther‘TPr*ngDTClean Up

o -177F 27+ a3 [-17F -37] [ uldm [ u]
i[2 1-2]1+b [2 1-2] y

1[4 1-4]*cC [4 1-4] BootPim—a,c—-by=0 2-><—E+1/2=E|
LIS *m ® . .

S " Ll " dotPim -k, c - 2) =0 92x+94‘='—81x8=|3
BdotPim—a,c—-hbi=0 2-><—E+1/2=EI 3. 3.

S.w G-y lsnlue[?-x—%+1/2=lﬂ and TK+TH—EF
mdotFim—-b,c—a1=0 = t-3 —&lsE=0 #=1s4 and u=4
dotP{m—b.c—ar=0 wid P 2+ 2% 481 /8=0,Cx,. wi2
MAIM FEAD AUTO FUHC ?/60 MAIM FEAD AUTO FUMWC B/E0

On en conclut sans difficulté que le point H est sur I’hyperbole (H;)

[rem-] ille




M.Gouy, G.Huvent, A.Ladureau - Groupe calcul formel- Irem de LILLE 5

5. Soit M (z,y) un point quelconque du plan

—_— —
M € MedBC] <= IM.BC =0 ou I est le milieu de [B,C]
3 1
< (CL'—3)><(2)+< _§> X (—Z> =0

1 189 __
< 2x71y73—2—0

Ce que I'on peut retrouver facilement sur la TI-92 comme suit :

rFi T Few Fiv 1 Fuw TE TE™
- E AlgebralCalc Dther‘TPr*ngDTClean Upﬁ
B2y [3 3-8
y 9w 9y
mznl [2- -S> +1sZ2=0 and + — ik
R S ety " dotPir - i,c—-ki=0 zx-$-1 g
#=1s4 and u=4
atc .
B2y (3 38| | "z (774 - 78]
. _ Sex w439
" dotPim - i,c-bi=@ zx-$-1 g mdotPin-j.c-a)1=0 o +-gs - =0
—i c—hd= dotP{m—j.c—al=0
tP(m nn “ 0 FIRC 10750 HATH RAD ALTO FONL 12760
rFi T Fev FEw | Fuv FE i34
- E AlgebralCalc Dther‘TPr*ngDTClean Llpm
225 [Frd - 78]
. _ xSy 189 _
B dotPim—-j,c—a)=0 = + ) = =0
o 182 A1
lsnlue[?x T -3 -0 and S+ k
#=21-8 and u=-21-8
W28 -21-8] 40 [21-8 -21.8]
[21-8,.-21/8]1+0
AN KAD ALTO FONE 14760

La détermination d’une seconde médiatrice et des coordonnées du centre 2 du cercle circonscrit' étant alors
évidente.

1Tes coordonnées du point 2 sont stockés dans la variable o (pour oméga) de la calculatrice.
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Il semble que H’ soit un point du cercle circonscrit au triangle ABC, calculons QA et QH’ pour le démontrer :

Fi T Fer Faw | Fuw FE FE*
- E AlgebralCalc Dther‘TPr*ngDTClean Upﬁ
T I SE Zz o .
#=21-8 and u=-21-8
m[21ls8 -Z21-8]%0 [21<8 -21-E8]
if1<4 4]+ h [1-4 4]
B rormla — a) SIJBE
B Formio + k) SIBZE

MAIN RAD ALTO FUNE 17760

La question 7. ayant été traitée , passons a la question 8.

8. on obtient par exemple les deux configurations suivantes :

]rem~Li”e
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Il semble donc que :

Théoréme 2 Si on choisit trois points quelconques A, B et C sur (H1) alors lorthocentre H du triangle ABC

est situé sur (H1). D’autre part le symétrique de H par rapport au centre de Uhyperbole (H1) est un point du
cercle circonscrit au triangle ABC.

9. Reprenons les calculs précédents en prenant A (xl, ﬁ) ,B (132, z2) et C (acg, > ) trois points quelconques distincts

de (Hl)

Les calculs précédents s’écrivent alors

Stockage des points Equation de la hauteur issue de A

1 Fer Fz= Fur FE F&r 1 Fer Fz= Fur FE F&r
I" E AlgebralCalc Dther‘TPr‘ngDTElean Up /_] I" E AlgebralCalc Dther‘TPr‘ngDTElean Upﬁ
" rorn o + k) 5_2'5 " dotPim—a,c—bi=0+ eyl

1 1 '[xE—x3]-[x1-x2-x3-x—xl-u—x12-><2-><3h
l[xi x1]+a [xi H] . ®l-xw2- w3
]
o[x2 25]+e [z 2] o el
.[ 3 L]_} [ 3 L] '[::{1-x2-x3-x—x1-g—x12-x2-><3+1]_EI
1 53 wl-wZ w3 B

[x3.1-%3]1+c
MAIN READ AUTO FUNC zd/B0 MAIN READ AUTO FUNC z2Z/80

La division par xo — x3 vient du fait Coordonnées de 'orthocentre H.

que le produit scalaire est nul si b = c. L’appartenance de ce point & I’hyperbole est évidente.

rFi T Fer FEw | FaT FE& F&™ ]’ ] rF T Fur T ]
- E Alacbral|Cale Dther‘TPr*ngDTEleah /=] E Fllgel-:nr*a Ealc Dther‘TPr*ngDTEleah /=]

BdotPFim—b,c—a)=0+ey2

eq2
'I:xl—><3)-[x1-><2-><3-><—><2-'=|—><1-><22-><3b v v R
5 l-w2-u3 '[xl-x2-x3-x—x2-g—x1-x22-x3+ 1] -
lﬁ-}eqz ®l w2 w3 -
2 B solueleql and eq2, £x 4li)

'[xi-xE-xS-x—x2-u—x1-x2 -><3+1]_ _ -1 dus -l x2-%3
wl-wZ- w3 B FEST wEowg OnH "E TRlRe R

ﬂnlue(eql and eq , O,y

MAIN RAD AUTO FONC 25760 Al R AD FUNT 58760
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Equations des médiatrices

i:E;‘-‘; s T T“s TF'r‘ngIIH
+

i — ngebr‘a I:a lc Dther‘TPr‘ngDTElean Upl
b+ L=

z - 2 x22 2
BdotPim—-i,c—-b)=0+egll a+c . [x1+x3 >cc1+><:3]

*+1i

. *1 I
'[xE—x3]-[2-x22-x32-x—2-><2-x3-u—[><2‘ 2 ) 2 2-x1- %3
B dotPim—j.c—a)=0+eyl?
[l —x3)-[2-x12-x32-x—2-3{1-3{3-9—[:{1.

2-x12.532

222 x3<
eqll
wd — M3 *eall

eqll  Cx2—x3 3 reqgll eql2/Cxl —x3 2 reql?]

MAIN KAl AUTO FUMC /28 MAIN KAl AUTO FUMC z1/80

rFi"mT Fev Fiv | Fuw T ]
» §=—|Algebra|Calc Dther‘TPr*ngDTClean Up
LL = - =

e ;-_JLz.

z x22 32
_a+c+. [ w1 + =3 ><1+><3]
=z A4 z Wl wa
BdotPim—-j,c—a)=0=%*egl2
(1 - x3) 201 % w32 - 2l kEou - (1
Zow12.3l

eql?2/(x1—x3>reql?|

HMAIM KAl ALTO FUNC Z1/80

Recherche des coordonnées de §2 On désigne par hh le symétrique
centre du cercle circonscrit de H par rapport a S
£

Fer Faw Flyr FE Far
- {— Algebra|Calc DtherTPPgm I IIITE lean Up

eqld
" w1l — w3 +eql

'[2-x12-><32-x—2-x1-><3-g—(><1 +><3]-[x1'

1

S w12 w32 .[—xl-xz-x3 ><1-><2-><3]+h1

mzolueteyql] and eql?, £x g Error: Wariable is locked, protected, b

2.2 w2 : N SRS ]
I Rl R +2><11><2 (%2 +x3) =3+ 1 " .[xl-x2-><3 w1 %223+ hh
wl w2 w3 [ 1
.,ulue(eqii and egqld {x.yukd [1/Cxd ¥x 23D, wl ¥x2¥x3 1+hh
FUNE 73760 FIRIN FAD AOTO FUNC 2738

AO? = Ohh? donc hh appartient au cercle
Fer Faw Flyr FE Far
- {— Algebra|Calc Dther‘TPr‘ngDTElean Up
L oo ] 'XE'XEJ + hl
Ertor: Uariable is locked, protected, p

x1-><2-x3]-}hh

1
.[xl-xE-x3

[—xl-x12-><3 =l -x2->c:3]

= hormto — a)jz =[(rnormnio - hhj:l2 true

normto—ar*2=normito—hh>"*2

HAIM KAD AUTO FUMC z7 80

En fait, on peut conclure un peu plus rapidement pour 'appartenance de H. En Effet, reprenons le calcul au
moment ol nous avons trouvé la hauteur issue de A. Nous obtenons
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1. et 2.

rFi T Fer FEw | FaT FE F&™ ]’ ]
- E Alacbral|Cale Dther‘TPr*ngDTEleah /=]

Cherchons l'intersection de cette
hauteur avec l’hyperbole

I 1{— Fllgebr*a I:ali: D{I:;PTPPQNIDTCIEEH Llpﬁ

" dotPim—a,c—-b)=0+ eyl
'[xE—x3]-[x1-x2-x3-x—xl-u—xlz-x2-><3h
w1l Wl w3

eyl
"oz eal

'[::{1-x2-x3-x—x1-g—x12-x2-><3+ 1]

'Lxl cwZewd o —wloy- w1l ouE ><3+1J

w1l w2 w3
Bagl cxlowd w3+ eql

'[xl-x2-x3-x—x1-g—x12-x2-x3+ 1]=EI
lsnlue[ '[xl-x2-x3-x—x1-u—x12-x2-x3+ *

w1l -w2 w3
gl owloxZowd + eql
'[xl-x2-x3-x—x1-g—x12-x2-x3+1]=EI
lsnlue['[xl-x2-x3-x—x1-u—x12-x2-x3+]F
g and u= -
W XWX uI+L1I=0 and u¥xu=1_{x.u>d

HMAIN ERD AUTO FUNC 1,40

qui se raméne &

= 1 -1
w1 w2 s =0 ®=mul and YEog O XS eaT and gk
W12 X2 K I +1 3Ol ¥ 2 %3 =0 L2 % 3+1 =0 and w¥*x=1_{x, 93D
HAIN FAD AUTO FUNC 77760 HAIN RAD ALTO FUNL 40750
On trouve
I i ss e T T“s TF'r*ngI:IT L
'Lxl sy :x'.—xl y-wl<oxz ><3+1J -0

Vu la symétrie des coordonnées du second point d’intersection, on a vite fait de conclure que ce point se trouve
sur les trois hauteurs du triangle ABC. On en conclut donc que c’est 'orthocentre du triangle ABC.

Intersection d’un cercle et de I’hyperbole 'H

Pour déterminer 'intersection de H; et C; il faut résoudre le systéme :

1
y — i
T
7 7 9

2 2, 1 ! Z _
<ty +2x+2y+2 0
1
y = -
T

7 9 7

-t =2+ -x+1 = 0

2 2

. . 1 . .
Cette deniére équation admet —2 et —= comme racines évidentes,

produit (z +2) X (z + 4) , on obtient alors

2

8|

y =

(x—i—%) (z+2)(e*+z+1) = 0

1 1
On trouve donc deux points communs : A <—2, —§> et By (—5, —2) , ce que confirme le dessin obtenu.

[rem-] ille
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3. Résolvons celle-ci avec notre TI-92

Equation du cercle

rFi T Few Fiw | Fuv FE 54
- E AlgebralCalc Dther‘TPr*ngDTClean Llpm

On remplace y par =

rFi T Few Fix | Fuv FE 54
- E AlgebralCalc Dther‘TPr*ngDTClean Llpm

= HewPrab Dake
a[-2 -1]+a [-2 -1]
B[1<2 2]+ h [1-2 2]
"l dlFm [= u]

BdotPim—a,m—b)=0 % eqgc

1
leqc|g=;+eqc

L] eqc-xz + eqc

2utezaiogwdonoean

rFi T Few Fiw | Fuv FE 54
- E AlgesbralCalc Dther‘TPr*ngDTClean Llpm

2, Fow 2 o L_=To
= = +y y-—3=0 5 e}
dotP{m—a_ m—bh>)=03eqc eqc*x™2reqe
MAIN FAD AUTO FUMC E/B0 MAIN FAD AUTO FUMC 7/B0
On résout

] PR ] o e o

FeExw 1,1 4
w5 x+><2 I=0

mege w2 4 eoc

otz -ewT-2wtz
! =

2]

B solyeleys, ®)
2 =1.17008548553 or x=1-2 or x= -.G8i

solveeqc , x)

ZeEx 1.1 g

mege w2 4 eoc

2xte3 - w?-2oxa2 _

z

B solueleyc , ®)

solveeqgc  x)

HMAIN ERD AUTO FUNC B/80

HMAIN ERD AUTO FUNC 1/8

Remarque : La calculatrice echoue si
on lui pose le probléme directement

rFi T Fev Fiv | Fuw FE FE™
- E AlgebralCalc Dther‘TPr*ngDTClean Up
B zolueredc, )
4= ~.EBEE92182534 ar x = -Z2.428119430409

3.
2, 3%, 2

L -—y-3=0*eqc

x2+35x+g2—g—3=l3

lsnlue[eqc and g=%, £x g}] talse

solvefegqc and w=1.%,.{x.wid

HMalH KRD ALTO FUHC i0/60

[rem-] ille
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4.
Equation d’un cercle 1
) . On remplace y par =
(on suppose donné un diameétre) @
1 Fzw Fzw Fyr FE Far 1 Fzw Fzw Fyr FE Far
Iv E AlgebralCalc Dther‘TPr*ngDTClean Llpﬁ Iv E AlgebralCalc Dther‘TPr*ngDTClean Llpﬁ
1 = wE [ -xl —xE)-x+u+( -0l —02)-u+ol-op
L] sulve[eqc and y=—, {x u}] false i
) meqc |u=-- e
®Oelllar x1,=x2,0l,02 Do o -al - oz 1
[zl oll*a [x1 ol] wE [l - w2] w4+ = +—2+D1'C|2-I}
B[xZ oZ]*h [x2 oZ] =
BootPim —a,m—bl=0+eqc leqc-x2+eqc
w2 4 mul - 2] %+ 92+ -0l - 02)-y+ ol ok st [l 22) wT (0102 4wl 3] — (ol
dotPim—a, m—h>)=0+egc eqo¥x™2reqo
MAIM FEAD AUTO FUMC 14780 MAIM FEAD AUTO FUMC 16/80
On réduit au méme dénominateur
B HEK B FE H
i -5*?*-5:]’{: iitI:Et?:i-i‘TPr‘gNID]::: Pt Lin
wE [ -xl —xE)-x+u+( -0l —02)-u+ol-op
=1
leqc,|'=|— " + ey
2 4 -xl - x2) % +¥ +L2+D1'C|24}
L =1 [ X:z + eqc
eqe*x™2reqc
MAIM FEAD AUTO FUNC 1/16
On a bien obtenu une expression polynomiale du quatriéme degré.
5.
On développe le polynéme P On fait défiler les coefficients

[ atralo e ot e PrenI0lc Lo mn Up| | | SN R I T

" MewProb Dore " MewProb Dore
®expandla-[x —al-[x = Bl = 9)-[x— &1, =] 2 ®expandla-[x —al-[x = Bl = 9)-[x— &1, =] 2

Dore Dore
" R ]

a-x4+a-('0:—B—T—éj-x3+a-[u-|:13+?+-l

HMAIN ERD AUTO FUNC /80

'.iraﬁ

[Tttt ae [ o JPram IO i

= HewPrab Doe = HewPrab Doe
®expandla-(x —o)-[x = Bl-(x— 0% — &1, x1 2 ®expandla-(x —o)-[x = Bl-(x— 0% — &1, x1 2
Doe Doe
" i " i
o [(B(w+8)+5-8] -8
Hﬁﬁlx} AL AUTO FUNC 17 = HATH AL AUTO FUNC 17 =

On en conclut sans peine que :

—b
51 = OL+B+’Y+5:7
Sy = aﬁ+a’y+a6+ﬁ’y+65+’y6:§
—d
Sz = afy+ Byd+yda+daB = —

Sz = Oéﬁ’ﬂ;:E
a

[rem-] ille
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1 1 1
6. On désigne par A (xl, —) ,B (132, —) et C' (133, —) trois points quelconques distincts de H; et par C; le
T xTo T3

cercle circonscrit au triangle ABC.
(a) Vu les hypotheses, A, B et C sont trois points distincts communs a C; et H;. Le polyndome P aux abscisses
communes a ces deux courbes admet donc déja trois solutions évidentes. Ce polyndme étant de degré
4, il a donc d’apres les propriétés admises une quatriéme solution dans R. Il existe donc un quatriéme
point commun aux deux courbes. Notons le D pour linstant. Les quatre points communs sont donc :

A <xla i) aB <l‘2, i) aC (Jj?n i>et D (xda i)
T i) T3 Td

(b) L’isobarycentre G de ces quatre points a pour coordonnées :

1+ 22+ 23+ 24 - 51

re = 4 1

o - Brdtdied
_ T2¥3Tg + T123%q + ToT1Tg + T22371  S3
B 41227324 T 48,

En adoptant les notations précédentes. La connaissance du polynéme, nous permettra de conclure.
Recherchons donc le polynome aux abcisses communes et en méme temps le quatriéme point commun :
On reprend les calculs du centre du cercle circonscrit fait précédemment, pour arriver a

Q a pour coordonnées xo et yo On note p(z,y) = OA* — OM*
rFi T Few Fiw [ Fav FE TEv rFi T Fov Fow | Faw FE FEv
- E AlgebralCalc Dther‘TPr*ngDTClean pﬁ - E Algebra|Calc Dther‘TPr‘ngDTElean Upﬁ
- 2wl wd-w3 T 2
- - - ¥
312 52 3+ wl w2 (%2 + %3) %I + 1 " (nornilxa "":']2 =) 5 (nornllx  u1-lxe
Z %l HZ Ha '[xl-xE-XS-x —[xl HZew3 bl w2 (x2 4
.><12-><22-><32+><1-(><2+><3)+><2-x3_} o
2-xl-w2d- w3 s '[xl-x2-><3-><2—[><12->{2-><3+><1-><2-(><2+h
><12-><22-x32+><1-(><2+><3]+><2-><3 "
R g Done

ol ™2 ¥ 2 2% I3 24l ¥ 2+ I 242, WL D23 3 A ¥ I Do, ud

HMalH KRD ALTO FUHC 1z/60 HAIM KAD AUTO FUMC 1480

T —
On rezmplace y par et on multiplie p
par z© pour obtenir le polynéme aux
abscisses communes

1 Fer Fzr Fur FE FEr 1 Fzr Fz= Fhy=r FE FEr

i" E AlgebralCalc Dther‘TPr*ngDTClean Up - E Algebra|Calc Dther‘TPr‘ngDTElean Up

B T e 2o e

. lxl ®2 w3 x [xl ®2Z w3 4 nl w2 (R2 4y -[xl-x2-><3-><4—[><12'><2'><3+><1'><2'E><2+p
| |

On sait que (z — 1) (x — x2) (z — x3)
peut étre mis en facteur

Dohe

1 Daone
'P(x,u)-x2|u=; . P
4 2 (o =10 = w20 [ = %3
'[xl-xZ-xE-x —[xl (2 I+l x2(H2 4 “(xl-%2-x3-x-1)
wl w2 w3
FAIN RAD ALTO FUNE 15760 FARIN FAD AUTO FUNE 17760

Cherchons les coefficients de p
rFi"mT Fev Fiv | Fuw FE FE™ T ] rFr'mT Frv F3x |_ Fuw FE 3 T ]
w §=—|Algebra|Calc Dther‘TPr*ngDTClean Up » f=—|AlgebralCalc Dther‘TPr‘ngDTElean Up

£ -
'GEXThC:El'}b " v ua
2, . + . - + . +
w12 0B wF bl owE (2 wE) 3+ 1 ALT 2 53wl w2 (K24 RS} RS E
4wl w2 -w3
=l owd w3 -
a4 g tee
_4|:F"(K):| 2 o) el
. dx |x=0+ - R R i Y T e e v R
Z4 m=Ha q 3l mewa
ECptxd . w4324 x=0+al “ds{de d oy
MAIM FEAD AUTO FUMC 27 60 MAIW FAD AUTO FUMC Z8.60

[rem-] ille
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La conclusion est évidente :

Le dernier point commun a pour abscisse , c’est donc le symétrique de I'orthocentre par rapport a .S.

T1T2T3

La comparaison des écrans 1 et 6 de ce dernier tableau permet d’affirmer que G est le milieu de [©2, O]

3 Triangles équilatéraux inscrits dans une hyperbole équilatére

Q ayant pour abscisse g, Q et ' ont pour coordonnées respectives : §2 (xg, 10) et & (—xO, —%) .

T

ra désigne le carré du rayon du cercle

rF1 T Few FEw | Fuw FE 3
- E Algebra|Calc Dther‘TPr‘ngDTElean Llpm

2
2 2 4
w[2-x0) +[ﬁ] *ra 4-><EI2+>{E|2
2
><E|2-><2—2-><E|3-><+><E|2-n=|2—2-x|:|--=|—3-[>h
.‘><EI:2
COe—xB3 42+ Cy—1 202 2—1pa

HMAIN EAD AUTO FUMC 4/80

On remplace y par % et on simplifie

rF1 T Few FEw | Fuw FE 3
- E Algebra|Calc Dther‘TPr‘ngDTElean Up
e ¥
Dore

lxlﬂz-p[x,%]-xz
w02t m 20T T o3 et 1] xE - 20k

wn ot o 2omT o o3 (et 1] xE - 2k
Done
LA et 2 =2 ol wer e B2 g e

HMAIN EAD AUTO FUMC 7/80

Pour obtenir le polynome @ (Q () =0) est
I’équation aux abscisses des points communs.
La factorisation montre que —xq est solution.

rFi T Frv F3x |_ Fuw FE 3 T ]
- E Algebra|Calc Dther‘TPr‘ngDTElean Up

lxﬂz-p[x,%]-x

wiZ st o 20T T o3 et 1] 2 - 20k
mn2ot o zom T o3[t + 1] w2 - 2 b
Dane

B factor g, ®)
I:X+XE|:I'[XE|2'X3—S'XDS'XZ—S'X+>€CE|]

factor{gix), x>

HAIM KAD AUTO

FUMC B/6d

Notons —xq, 1, x2 et x3 les quatre racines de @

1 Fev Faw 1 Fuw FE FE™

- E Algebra|Calc|Obhe TF'r*ngDTElean Up

Bl + o]+l +xE= R

:x'.EI2

B+l 4 w2+ I =2

B+ oxl + w2+ w3 =2 w0+ eql

cHE 4wl +HE2 + w3 =20
w1l + w2+ w3 =3-xb

maygl + =0+ eyl

eql #1l + w2+ w3 _
= = = w0
eql /3
FAIN AR ALTO FOME 13760

En exprimant la somme des racines ou en
utilisant plus simplement la question 6.b).
on trouve sans difficulté les coordonnées de G

Pour Conclure que :
G = Q donc le triangle est équilatéral

rFi T FEv FEx [_ Fuw FE F&™ T ]
- E Algebra|Calc DtherTPPgm I IIITE lean Up
3 3 =

. “od+ ol + 02+ 03 - =10}

7 Tz el
[oB-ol -o2-03] _ ol
4 T2
=10} ol +o0l2+0F _ F-00
leq2+T+eq2 3 =—3
oo d ol +02+03 =300
FRIN RAD AUTO FOME 16760

Si —zq est égal & 21 ou x2 ou x3, cela entraine

rFi T FEv FEx [_ Fuw FE F&™ T ]
- E Algebra|Calc Dther‘TPr‘ngDTElean Up

a4 ol +o0Z2+a03 =3 00
i) 2.3 _=..g¥ 2=,
T 1 ol w o+ xb

-XDE'XS—E'XDE'XZ—E'X+><E|-3‘r"(>¢:) Dane

. - 4w — 4 w07

l5u:-1ue[4->c:El—4-xI35=El,xEI]
#*H=1 or x0=0 or =0= -1

HAIM KAD AUTO

FUMC 208l

CQFD pour le point €
( La valeur 0 étant éliminée d’office)

[rem-] ille
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4 'Triangles rectangles inscrits dans une hyperbole équilatére

1

14

On désigne par A (acl, —) ,B (acz, %) et C (133, %3) trois points quelconques distincts de H; et par C; le cercle

xl

circonscrit au triangle ABC.

1

3.

. Si ABC est rectangle en A alors H = A. On a vu que le symétrique de H est sur le cercle Cy, ce cercle passe
donc par deux points symétriques.

. La CNS est que A = H, ce qui se traduit par

Remarque : On peut également obtenir cette condition en écrivant que le produit scalaire AB - AC' = 0

. et c.

1
T1T2T3

1 = —

w:—OAzz—(x

<:>:B;fx2x3+1 =0

1\  ai+1
z?) P

cc est 'équation de Cy

f?i T Fer Trgv‘[ ruvT FE T FE™
vEngebr‘a Calc|Other|PramId)Clean Upl

On exprime que B € C;
On factorise la condition trouveé

f?i T Fer Trgv‘[ ruvT FE T FE™
vEngebr‘a Calc|Other|PramId)Clean Upl
[

L] cc[xl ’x_ll]

4
l><2+'\=|2+|.,|-><+-\,---=.|—x:l 1+1'}EEE><,'=I) TR Y
®
. Dare L] -Factnr*[ c,c,[ w2, x—l?_]]
"
-cc[XI’H] ®l-u+ ‘:1+><2]-(x1—xzj-[xlz-xz-u+x12-x22—1]
w1y ey -kl oy x1% 522
zolveLansLl)=u, s
HAIN FAD_AUTO TER /30 HAIN FAD_AUTO TER_ WE0

On résout en u

Puis on écrit que C' € C;
On factorise la condition trouveé

f?i T Fer Trgv‘[ ruvT FE T FE™
vEngebr‘a Calc|Other|PramId)Clean Upl

i -[><12-><22—1]+L4 Ix12 22 - 1]
xiz-xz xlz-xz
L] -Factnr*[ c,c,[ HE, x_13]]

(LSl - w31 (212 0z w3 + 1] (02 - 53
><12-><2-><32

_rfi T Fer TrgvT ruvT FE T FEw
- E AlgebralCalc|0ther|PramI0|Clean Upﬁ
‘:1+><2:|-(><1—x2)-[x1‘-x2-u+><1“-x2‘—1J
w12 522
- 2 .
. solue (><1+x2:|-(><1—><2)-[;<1 -;e:2-|.4+::<:1rh
b3 Rl e
_[ 2.2 ] . _
wl= w2 1 [l + =20 (=1 —=2) b
u= = or 5=
S S i
1ue(a.ns(1)=ﬂ,{u})
HAIN EAD_AUTO SEG 750

MAIN ERD AUTO SEQ FA30

Remarque :

On retrouve la CNS pour que ABC soit rectangle en A car x1 # —x3.
Si le symétrique de A coincide avec B, le triangle n’est pas rectangle. En revanche le cercle
C; coupe Hj en un quatriéme point noté D. Les triangles DAC et DBC' sont alors rectangles.

(a) Si R désigne le rayon du cercle C1, on sait que w = OQ? — R?. Mais si C; passe par A et son symétrique
par rapport a O, alors le point Q est sur la médiatrice de ces deux points. En particulier (OA) L (OQ),
d’aprés Pythagore, on a OA2? + 002 = R2. On en déduit que

4. Montrer que le triangle est rectangle en A si et seulement si la tangente en A a ’hyperbole H; est perpendiculaire
au coté BC.

[rem-] ille
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1
Le vecteur directeur de la tangente en A est <1, ——2>. On calcule le produit scalaire
1

f?i T Fer Trgv‘[ ruvT FE T FE™
vEngebr‘a Calc|Other|PramId)Clean Upl

-1
L -F‘actu:-r*[du:-tF'[[i F], b - c,]]
(312 2 w3 + 1) (2 - x3)
%1% %2 %3

MAIN ERD AUTO SEQ 1730

et on retrouve la CNS.

5 Triangles inscrits dans une parabole

1. On constate que 'orthocentre de ABC n’est pas sur la parabole P dans le premier cas. Dans le second cas, le
triangle est rectangle en A, ainsi Porthocentre H est sur P (car confondu avec un des sommets). En y réflechissant
un peu, il est évident que H sera sur P dés que le triangle est rectangle. Le probléme intéressant est donc celui
de la réciproque.

Jrem-] ille
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On reprend la méthode précédente.

H n’appartient pas a la parabole P.

_lfi ]’ Fer TrsvTruvT FE T FE™ T]
TE Alackbra|Calc|0bher |PramI0|Clean Up

W[ -2 Gr4]4c [-32 5-4]
mdotPim—a,c—-bl=0+eqgl
Eew o, Fw
= + 3 6=0
" dotPorm — b, o — &) = 8+ eg2 '?2"‘—%&':9

B solueleyl and eqZ, x  ulk)
= -1 and y=2

_|’F1 T Fer Trsz ruv]’ B T FE™
- E AlaebralCalc|0ther |PramI0|Clean Upﬁ
u[Z 4]+ a [2 4]
i[O d]+b [0 @]
m[-Fs2 W4l [-3s2 9-4]
BdotPim—a,c—-b)=0+eqgl
TEew 9w
7z *t—g ~°=¢
WdotPim - b, c - a) =0+ eq2 %—%Hw
tP(m b, c—ar=0req2
KD AUTD SER G0

MAIN KAD AUTO SEQ EAED

Second cas, H = A appartient & la parabole P

Fer Fiwr Fir FE Far
i" =—|AlgebralCalc Dther‘TPr*ngDTClean Up

B[22 4]+ a [2 4]
i[O @]+b [0 ]
B[ -5-2 Z25-4]*cC [-5<2 25-4]
BootPim—a,c—bi=0+eqgl

Sex 250y _

——tTg o -=a
" dotPim - b, c— )= 0+ eqZ %—9;%13
dotP{m—b.c—ar=0reqd

HMalH KRD ALTO FUHC 4E/ 60

Plus généralement,

rFi T Few Fiw | Fuv FE 54
- E AlgebralCalc Dther‘TPr*ngDTClean Llpm

rFi T Few Fiw | Fuv FE 54
- E AlgsbralCalc Dther‘TPr*ngDTClean Llpm

on trouve pour H

B solueieyl and eqZ, {x 4}

®x=2 and y=4

'[xl xlz]'}'l [::<1 ><12]
B dotPim—a,c—bl=0+eql

l-[w+=l-u-2-(2-x1+1)]=0
b,c—-ay=02eq2

(31 -2 n+[x12-4)y=0

dotP{m=b,.c—ar)=0req

HMAIN ERD AUTO FUNC 48/80

B Aot Pim —

"l w12]+c [1 w1%]
B dotPim—a,c—bl=0+eql
l-[w+=l-u-2-(2-x1+1)]=0
BdotPim—b,c—a)=0+ a2
(31 -2 n+[x12-4)y=0
B solueieyl and eqZ, Ix 4}
=l +21-(2-x1 + 1) and u= [2-x1+1)

solvefeql and eq? {x, vi)

HMAIN ERD AUTO FIJNII E0/e0

On ne trouve que trois positions pour C.
rFi T Fov Fiw [ Fav FE FEv
- E AlgebralCalc Dther‘TPr*ngDTClean Llpm
(1 -2)x+[x1Z2-4]u=0
B zolueleyql and eq2, {x gl
=[xl +21-(2-x1+1) and u= [2-x1+1]
Wil + 2] (2 x1+1014+x 2 [2-x1+1)+y
“(2-w%1+1)

lsulve(u=x2,><1:|
#1l=-1<2 or xl=

solve{y=x"2 _»x1>

HMAIN ERD AUTO

-1 or xl=-5<2

FUNC Ez/60

Calculons alors les coordonnées de H pour les deux autres valeurs possibles pour x

s

=TRIT 212

Wil +2]-(2- w1 +103x 8 -[2-x1+1)3y
2wl + 1)

lsnlue[g=x2,x1:|

#l=-1s2 or ®1=-1 or »l=-5-2
my |l = - 102 E
my =l = -1 -1
xlx1="1
[ZCILT FEab AUTO FUMWC Z/EY

[rem-] ille
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Conclusion : Les seuls triangles ABC ot B et A sont donnés pour lesquels 'orthocentre est sur la parabole
sont des triangles rectangles!

4. et 5. Etudions cela d'un peu plus prés

Soit trois points quelconques de P

rFi T Fev Fiv | Fuw FE FE™ T ]
- E AlgebralCalc Dther‘TPr*ngDTClean Up

= HewPrab Dake
® Oelllar x1, =2, x3 Dore
'[xl x12]->a [::{1 xlz]
a2 w2?]+h [x2 w2%]
"z x32] e [x3 =3%]
"z w3¥]+e [x3 :3%]
[[x3,x3‘“‘2]]+c
RAD ALTO FUNC 6760

Cherchons les coordonnées de H

rFi T Fev Fiv | Fuw FE FE™ T ]
- E AlgebralCalc Dther‘TPr*ngDTClean Up

rFi T Fev Fiv | Fuw FE FE™ T ]
- E AlgebralCalc Dther‘TPr*ngDTClean Up

" dotPim—a,b-ci=0+egl

(w2 - =3)= +[>c:22—x32]-u—x12-[x22—x3:"
" dokPim—-c,b—-a)=0+eq2

=1 —fo:I-x—[x12—><22]-g+[x12-x3+x1 ¥

dotP{m—c . b—a)=0reqd

HMalH KRD ALTO FUHC i0/60

wm «3=]FC [=F =3<] mzolueiey]l and ey, {x  ul)
®Delllar x.d Done = w12 (x2 4+ %3]+ wl (k22 4 252 13 + 2320
Bl d]l*m [= u]

012z 43 bl (3224 2oz w3+ 0324 10
w12 w2 433+l (322 + 2 02 33 + 132+ 1P

B [wl (=2 + =530+ x2-x3 4+ 1]+ uh
[wl (=2 + %30+ x2-23 + 1)

HMalH KRD ALTO FUHC 1%/60

Ecrivons la relation yh — xh?
puis celles exprimant que le triangle
est rectangle en A, B et C

1w [ fer 3 LG
i [l g i [k |Pram IO L

i" — Fllgebr*a I:ali: D{I:;PTPPQNIDTCIEEH Llpm

-><14 Axz + w3 T = 21 30z + 03 2?4 20
s dotPla—-b,a—-cl
)11 2 -2 2 3% 1) sl o[ oz - w3 P
dotPia-b,a—-c)
[xl — =201 — =3)

wPFLa—h,.a—c )/(q(xi—XE P b £ )

HMAIN ERD AUTO FUNC /1B

dJotPlc -k, a-:c)
[#3 =220 (%1 = =3)
sl (32 + 23]+ w2 w3 4+ 13T+ 1

%l (%2 + %3]+ %2 xT+ %324+ 4
u ) + edgh

sl - (><2+><3)+x2 WI A+ wIZ 4+ 4

*(x2+x3 )+x2*x3+x3‘“2+4)/4+eqh

ERD AUTO FUNC 18/80

(e lPramofs e

Fer Fiwr Fir FE Far
I" =—|AlgebralCalc Dther‘TPr*ngDTClean Up

lx12+x1-(x2+x3]+x2-x3+ 1+ega

lxl-(x2+x3)+x22+x2-x3+ 1+egb
sl (32 + 23]+ 222+ 2T + 1
lxl-(x2+><3]+><2-x3+x32+ 1+ eqgc

Lofw? 4wl + w? i+ wis + 1

w1 ¥ 2+ d a2 ¥uI+nd 2+1 degqe
HalN FAD ALTO FUMC /21

lxl-(x2+x3)+x2-x3+x32+ 1+eqc
sl (32 + 23]+ w2 w3 4+ w3 4 1
luh—xh2+eqh
1 * (w3 E - 2o Tz + 3 [ w2 b

eqa-eqb - ego -1
ek

ega*egh¥*eqc/eqh

HMalH KRD ALTO FUHC 2%/60

La derniére relation permet donc d’affirmer que :

H e P < ABC est rectangle

[rem-] ille



