
Combien de rangements possibles ?

Nous allons nous intéresser ici au nombre de manières de ranger des boules
dans des bôıtes... Contrairement aux apparences, ce problème n’est pas toujours
si simple lorsque l’on s’impose comme ici une contrainte supplémentaire : les
bôıtes sont indistinguables les unes des autres.

1 Cas de boules numérotées

Dans toutes cette partie, les boules sont numérotées de 1 à n, nous les
rangeons dans k bôıtes indistinguables. Autrement dit, on cherche le nombre de
partitions de l’ensemble {1, . . . , n} en au plus k parties.

1.1 Formule de récurence

On note F(n, k) le nombre de façons de ranger les nombres de 1 à n dans k
bôıtes indistinguables. Les Cp

n sont les coefficients du binôme du Newton. On a
F(n, 1) = 1 (une seule façon de ranger tous nos entiers dans une seule bôıte), et
l’on établit la formule de récurence :

F(n, k) = 1 +
∑n−1

i=1 Ci
n−1F(i, k − 1)

Le terme 1 correspond à la seule manière de mettre tous les nombres dans
une unique bôıte. Chaque terme Ci

n−1F(i, k−1) correspond lui au nombre d’ar-
rangements possibles pour lesquels le nombre 1 est dans une bôıte qui contient
exactement n− i nombres : il y a Ci

n−1 façons de choisir les nombres qui ne sont
pas dans la même bôıte que 1. Puis, il y a F(i, k − 1) façons de les ranger dans
les k − 1 bôıtes restantes.

1.2 Calcul explicite de F(n, k)

On définit la suite (ak)k>0 par :

ak =
k−1∑
i=0

(−1)i

i!

On constate que la suite (ak)k>0 n’est rien d’autre que la suite des sommes
partielles du développement en série de e−1 = 1

e . On a donc ak → 1
e quand

k →∞.
Notons au passage que l’on a en particulier a1 = 1 et a2 = 0.

Lemme 1.1 La suite (ak)k>0 vérifie, pour tout entier n > 0,
n∑

i=1

ai

(n− i)!
= 1
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Démonstration Soit n un entier désormais fixé. Calculons
n∑

i=1

ai

(n− i)!
. Par

définition de la suite (ak)k>0, on a :
n∑

i=1

ai

(n− i)!
=

n∑
i=1

i−1∑
j=0

(−1)j

(n− i)!j!

Soit, en posant k = n− i,
n∑

i=1

ai

(n− i)!
=

n−1∑
k=0

n−k−1∑
j=0

(−1)j

k!j!

On somme en fait tous les termes de la forme
(−1)j

k!j!
pour des couples (k, j)

d’entiers naturels vérifiant : 0 ≤ j < n−k ≤ n, c’est-à-dire 0 ≤ j +k < n. Notre
somme s’écrit donc aussi :

n∑
i=1

ai

(n− i)!
=

∑
0≤j+k≤n−1

(−1)j

k!j!

et donc
n∑

i=1

ai

(n− i)!
=

n−1∑
l=0

l∑
j=0

(−1)j

(l − j)!j!

Or, à l fixé, on reconnâıt à peu de choses près le développement de (1− 1)l

par la formule du binôme dans la somme
l∑

j=0

(−1)j

(a− j)!j!
. Plus précisément :

l∑
j=0

(−1)j

(l − j)!j!
=

1
l!

l∑
j=0

(−1)jCj
l

Cette somme est donc nulle si l est strictement positif, égale à 1 lorsque l = 0.
En conclusion, on a bien :

n∑
i=1

ai

(n− i)!
= 1 �

Théorème 1.2 On a pour F(n, k) la formule explicite :

F(n, k) = a1
kn

k!
+ a2

(k − 1)n

(k − 1)!
+ . . . + ak−1

2n

2!
+ ak

Comme a1 = 1 et a2 = 0, ceci montre en particulier : F(n, k) = kn

k! + O(kn−2)
pour n →∞.

Démonstration Pour montrer le résultat à partir de la formule de récurence,
on montre d’abord que F(n, k) est de la forme :

F(n, k) = bk
k

kn

k!
+ bk

k−1

(k − 1)n

(k − 1)!
+ . . . + bk

2

2n

2!
+ bk

1

où les bk
i sont des constantes ne dépendant pas de n.

On montre ce résultat par récurence sur k : F(n, 1) = 1 donc pour k = 1, on a
bien un résultat de la forme attendue. Soit donc k > 0 fixé et n un entier. On
suppose que F(n, k) s’écrit F(n, k) =

∑k
j=1 bk

j
jn

j! . Alors
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F(n, k + 1) = 1 +
n−1∑
i=1

Ci
n−1

∑k
j=1 bk

j
ji

j!

= 1 +
k∑

j=1

bk
j

j!

∑n−1
i=1 Ci

n−1j
i (interversion des sommes)

= 1 +
k∑

j=1

bk
j

j! ((j + 1)n−1 − 1) (formule du binôme)

d’où F(n, k + 1) = (1−
k∑

j=1

bk
j

j! ) +
k+1∑
j=2

bk
j−1

jn

j!

Ceci montre que l’hypothèse de récurence est vérifie au rang k+1. On conclut
par le principe de récurrence que F(n, k) est bien de la forme annoncée. Ce avec
en plus les relations :

bk+1
1 = 1−

k∑
j=1

bk
j

j! et pour 1 < i < k + 1, bk+1
i = bk

i−1

Il vient alors immédiatement bk
j = bk−j+1

1 , soit en posant uk = bk
1 :

bk
j = uk−j+1

Par remplacement dans la formule de récurence obtenue, il vient

F(n, k) = u1
kn

k!
+ u2

(k − 1)n

(k − 1)!
+ . . . + uk−1

2n

2!
+ uk

où (uk)k>0 est une suite définie par les relations de récurence :{
u1 = 1

∀n ∈ N, un+1 = 1− (un + un−1

2! + . . . + u1
n! )

Ce système définit une suite de manière unique. Pour conclure, il nous suffit
donc de montrer que la suite (ak)k>0 vérifie ces relations de récurrence. On aura
alors nécessairement (uk)k>0 = (ak)k>0.

Or ces relations de récurrence se réécrivent, pour tout entier n :
n+1∑
i=1

ui

(n + 1− i)!
= 1

Et le lemme nous permet de conclure que la suite (ak)k>0 vérifie bien cette
relation de récurrence. Donc (ak)k>0 = (uk)k>0.

�

N.B. On ne peut pas avoir de formule fermée pour k (c’est-à-dire sous une forme
polynomiale, où le nombre de termes ne dépend pas de k) car à n fixé, lorsque
k dépasse n, la quantité F(n, k) reste constante (les bôıtes supplémentaires ne
comptent pas). Et, dans la formule précédente, cela signifie que l’on rajoute des
termes en augmentant k, mais cela ne change pas la somme.
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1.3 Relation de récurence avec des polynômes

On a vu que le nombre F(n, k) est constant dès que k > n. La suite de terme

général
p∑

i=1
ap+1−i

in

i! est donc stationnaire, elle converge donc vers F(n, n), le

nombre de partitions de l’ensemble {1, . . . , n}.
Or nous avons déjà vu que lim

k→∞
ak =

1
e
.

Par convergence dominée, on a donc :

F(n, n) = lim
p→∞

∑p
i=1 ap+1−i

in

i! = 1
e

∑∞
i=1

in

i!

Posons maintenant Gn(x) = 1
e

∞∑
i=1

in

i! x
i−1. Cette série entière se calcule par

récurence en remarquant que :{
G1(x) = ex−1

Gn+1(x) = (x.Gn(x))′(x)

Ainsi F(n, n) = Gn(1), et une récurrence immédiate nous montre que Gn est
de la forme Qn(x)ex−1 avec Qn un polynôme normalisé de degré n − 1, donné
par la relation suivante :{

Q1(x) = 1
Qn+1(x) = (x + 1)Qn(x) + x.Q′

n(x)

On obtient donc le nombre de partitions de l’ensemble {1, . . . , n} par le
calcul de ces polynômes en la valeur 1 !
N.B. Plus fort ! Si on prend la représentation canonique des polynômes Qn :

Qn =
n−1∑
i=0

an
i Xi

alors les coefficients an
i correspondent respectivement aux nombres de parti-

tions de l’ensemble {1, . . . , n} dans exactement i+1 bôıtes... (démonstration en
annexe).

1.4 Retrouvons simplement l’équivalent de F(n, k)

On pourrait se dire : comme les bôıtes sont indistinguables, je fais comme si
elle était numérotées puis je divise par k!. Malheureusement, toutes les orbites
sous l’action de Sk n’ont pas k! éléments (c’est-à-dire que pour une configura-
tion donnée, il n’y a pas forcément k! façons de numéroter les bôıtes a poste-
riori). Donc ce raisonnement ne tient pas. Par contre on peut montrer que le
nombre d’orbites qui n’ont pas k! éléments est un petit o du nombre d’orbites
à k! éléments. Dans ce cas, en divisant par k!, ceci montre effectivement que
l’équivalent est kn

k! (car dans le cas où les boules ET les bôıtes sont numérotées,
le nombre de configurations possibles est bien sûr kn).

Montrons que le nombre d’orbites qui n’ont pas k! éléments est négligeable
devant le nombre d’orbites à k! éléments, ou plutôt que c’est un petit o du
nombre total de configurations, ce qui revient au même.

On considère donc le cas de n boules numérotées, à placer dans k bôıtes
numérotées. Il y a exactement kn configurations possibles, et l’on voit qu’une
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configuration appartient à une orbite qui possède exactement k! éléments si et
seulement si il n’y a pas deux bôıte vides (car une permutation des contenus de
deux bôıtes vides ne change rien, et réciproquement, s’il y a au plus une bôıte
vide, alors toutes les bôıtes ont des contenus distincts).

Il reste à montrer que le rapport du nombre de configurations avec au moins
deux bôıtes vides sur le nombre total de configurations, kn, tend vers 0 lorsque
n tend vers l’infini.

Or, il y a C2
k façons de choisir deux bôıtes vides, puis (k − 2)n façons de

ranger les nombres de 1 à n dans les k − 2 bôıtes restantes (on a ainsi compté
plusieures fois les configurations avec strictement plus de deux bôıtes vides, mais
on cherche ici seulement un majorant...). Au total, on a donc majoré le nombre
de configurations avec au moins deux bôıtes vides par C2

k (k − 2)n. Et, à k fixé,
on a bien

lim
n→∞

C2
k (k − 2)n

kn
= 0

Ce qui termine la preuve.
N.B. On peut aussi retrouver ce résultat par une petite manipulation de probas :

Soit X1, . . . ,Xn, . . . une suite de variables aléatoires i.i.d. (indépendantes
et identiquement distribuées) de loi uniforme sur {1, . . . , k}. Alors, presque
sûrement, lim

n→∞
{X1, . . . ,Xn} = {1, . . . , k}.

Ceci montre que le rapport du nombre de configurations où une bôıte est
vide (et donc a fortiori où deux bôıtes sont vides) divisé par le nombre total de
configurations tend à k fixé vers 0 quand n tend vers l’infini.

1.5 Un équivalent de F(n, n)

Les nombres Bn = F(n, n) sont appelés nombres de Bell, on a démontré les
égalités

Bn =
n∑

k=1

kn

k!
(
n−k∑
j=0

(−1)j

j!
) =

1
e

∞∑
k=1

kn

k!

On peut de plus montrer que ces nombres admettent pour série génératrice :

eex−1 =
∞∑

k=0

Bn

n!
xn

On a déterminé un équivalent de F(n, k) à k fixé lorsque n tend vers l’infini.
On cherche maintenant un équivalent de Bn = F(n, n) lorsque n tend vers
l’infini.

Ceci est plus difficile à obtenir, Lovász a montré que l’on a :

Bn ∼ n−1/2(λ(n))n+ 1
2 eλ(n)−n−1

où λ est défini implicitement par λ(n)ln(λ(n)) = n
Nous allons nous contenter de démontrer ici un résultat plus faible, en

déterminant simplement un équivalent de ln(Bn). (Ce qui ne donne bien sûr
pas d’équivalent pour Bn.)

Théorème 1.3 On a ln(Bn) ∼ n ln(n)
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Démonstration Bn est le nombre de partitions de l’ensemble {1, .., n}, donc
Bn est trivialement majoré par nn. On cherche maintenant à minorer Bn. On
utilise pour cela le lemme suivant, que nous démontrerons plus loin :

Lemme 1.4 pour tout α ∈]0, 1[ il existe Nα tel que pour tout n ≥ Nα :

nαn ≤ Bn

En utilisant ce lemme, on voit que pour tout α ∈]0, 1[ et pour tout n suffi-
samment grand, on a le double encadrement suivant :

nαn ≤ Bn ≤ nn

ce qui donne, en passant aux logarithmes, l’encadrement α ≤ ln(Bn)
n ln(n) ≤ 1.

Et le théorème est établi. �

N.B. Bruijn a donné un développement asymptotique pour ln(Bn) :

n ln(n)− n ln ln(n)− n +
n ln ln(n)

ln(n)
+

n

ln(n)
+

n

2
(
ln ln(n)
ln(n)

)2 + O(
n ln ln(n)

ln(n)2
)

Démonstration du lemme
Soit α ∈]0, 1[. On a l’écriture Bn = 1

e

∞∑
k=1

kn

k! , donc en particulier pour tout

k ≥ 1, on a Bn ≥ 1
e

kn

k! .
On choisit alors comme entier k(n) la partie entière de nβ, où β est un réel

choisi dans l’intervalle
]
max

(
α, 1

2

)
; 1

[
. On voit aisément que k(n) tend vers

l’infini avec n. En utilisant la formule de Stirling on obtient donc l’équivalent

k(n)n

k(n)!
∼ k(n)n√

2πk(n)(k(n)
e )k(n)

=
ek(n)√
2πk(n)

k(n)(n−k(n))

De plus, pour tout n suffisamment grand, on a n− k(n) ≥ α
β n (car α

β < 1 et
le rapport k(n)/n tend vers 0). Donc, pour n suffisamment grand, on a :

k(n)n

k(n)!
≥ ek(n)√

2πk(n)
e

α
β

n ln(k(n))

En posant An = ek(n)√
2πk(n)

· e
α
β

n ln(k(n))
eαn ln(n)

= ek(n)+αβn ln(k(n)nβ)
√

2πk(n)

On obtient la minoration :
k(n)n

k(n)! ≥ Aneαn ln(n)

Il ne reste plus qu’à montrer que, pour n suffisamment grand, on a An ≥ e. En

effet on aura alors Bn ≥
1
e
.e.eαnln(n) = nαn.

Or k(n)
nβ ≥ nβ−1

nβ = 1− 1
nβ et pour x suffisamment proche de zéro, on a :

ln(1− x) ≥ −2x
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Donc pour n assez grand, ln(k(n)
nβ ) ≥ − 2

nβ ce qui implique alors

e
k(n)+α

β
n ln(

k(n)

nβ ) ≥ e
k(n)− 2α

β
n1−β

≥ e
nβ−1− 2α

β
n1−β

En utilisant le fait que β > 1
2 , il est alors clair que An tend vers l’infini avec

n, ce qui termine la preuve. . .

�

2 Cas de boules indistinguables

On s’intéresse dans cette partie au nombre de façons de ranger N boules
non numérotées dans k bôıtes également indistinguables. Une telle configuration
correspond à une partition d’un ensemble à N éléments indistiguables, ou encore
à un ensemble de k entiers naturels dont la somme vaut N.

Comme les bôıtes sont elles aussi indistinguables, les entiers en question ne
sont pas ordonnés. On peut donc, pour faciliter le calcul, les chercher rangés
dans l’ordre croissant.

2.1 Formule de récurrence

On note P(N, k) le nombre de suites croissantes de k nombres dont la somme
vaut N. Par convention bxc désigne la partie entière de x. On a la formule de
récurrence suivante :

P(N, k) =
bN

k
c∑

i=0

P(n− ik, k − 1)

Elle s’obtient simplement en remarquant que, si on fixe le premier nombre
(le plus petit) égal à 0, les k− 1 nombres restant forment une partition de N. Si
on fixe le plus petit égal à 1, puisque tout les nombres suivants sont plus grand
que 1, cela revient ensuite à trouver une partition en k− 1 nombres pour N−k,
et ainsi de suite...

On constate aussi par cette formule qu’il y a peu de chance d’obtenir une
formule simple pour P(N, k) car elle fera intervenir les congruences de N modulo
2, . . . , k. En revanche, nous pouvons calculer P (N, k) pour de petites valeurs de
k.

Ainsi P(N, 1) = 1 et P(N, 2) = bN
2 c+ 1

Enfin, on remarque que le nombre P(N,N) correspond à toutes les partitions
de notre ensemble.

2.2 Équivalent pour N →∞

Propriété 2.1 On a P(N, k) ∼ Nk−1

k!(k−1)! lorsque N →∞.

Démonstration On considère donc l’hypothèse de récurence (sur l’entier k),
à savoir P(N, k) = Nk−1

k!(k−1)! + o(Nk−1). Elle est clairement vérifiée pour k = 1 et
k = 2. On suppose donc le résultat au rang k.
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Alors P(N, k + 1) =
b N

k+1
c∑

i=0
P(N− i(k + 1), k)

et par l’hypothèse de récurrence,

P(N− i(k + 1), k) = 1
k!(k−1)!(N− i(k + 1))k−1 + o((N− i(K + 1))k−1)

Lorsque l’on somme b N
k+1c termes qui sont tous négligeables devant Nk−1,

le résultat reste négligeable devant Nk (k est une constante).

D’où P(N, k + 1) =

 1
k!(k−1)!

b N
k+1

c∑
i=0

(N− i(k + 1))k−1

 + o(Nk) (1)

Ensuite, en factorisant par (k + 1)k−1 dans chacun des termes de la somme,
on obtient l’encadrement :

Rk−1(b
N

k + 1
c) ≤ 1

(k + 1)k−1

b N
k+1

c∑
i=0

(N− i(k + 1))k−1 ≤ Rk−1(b
N

k + 1
c+ 1)

où Rk(X) est le polynôme (de Bernoulli) qui vérifie :

Rk(n) = 1k + 2k + . . . + nk

Et comme le k-ième polynôme de Bernouilli vérifie Rk(x) ∼
x→∞

xk+1

k+1 , on
obtient l’équivalent :

Rk−1(b N
k+1c) ∼ Rk−1(b N

k+1c+ 1) ∼ Nk

k (k + 1)k

Il vient
b N

k+1
c∑

i=0
(N− i(k + 1))k−1 =

Nk

k(k + 1)
+ o(Nk)

Remplaçant ceci dans l’égalité (1), on obtient alors

P(N, k + 1) =
Nk

k!(k + 1)!
+ o(Nk)

Et l’on conclut alors par récurrence que pour tout k,

P(N, k) ∼
N→∞

Nk−1

k!(k − 1)!
�
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Annexe : les polynômes Qn

Soit (Qn)n∈N notre famille de polynômes, définis par récurrence par :{
Q1(x) = 1

∀n, Qn+1(x) = (x + 1)Qn(x) + x.Q′
n(x)

Par une récurrence immédiate, on s’aperçoit que Qn est de degré n− 1.
Si l’on considère la représentation canonique des polynômes Qn, à savoir

Qn =
∑n−1

i=0 an
i Xi, alors nous allons montrer que pour tout entier i, le coefficient

an
i correspond au nombre de partitions de l’ensemble de {1, ..n} dans exactement

i + 1 bôıtes.
Pour ceci, Nous allons montrer que ces coefficients vérifient “la bonne rela-

tion de récurrence”. En effet, on a par dérivation :

Q′
n =

n−1∑
i=1

ian
i Xi−1

et donc
∑n

i=0 an+1
i Xi = (X + 1)

∑n−1
i=0 an

i Xi + X
n−1∑
i=1

ian
i Xi−1

Soit, en identifiant les coefficients des termes de même degré :{
an+1

0 = an
0 et an+1

n = an
n−1

∀i ∈ [[ 1 ; n− 2 ]] , an+1
i = an

i−1 + (i + 1) an
i

Avec la condition initiale a1
0 = 1.

D’autre part, pour n et k deux entiers donnés, si l’on appelle un
k le nombre

de partitions de l’ensemble {1, . . . , n} en exactement k classes, alors la famille
(un

k)k≤n possède les propriétés suivantes : d’abord, on a pour tout n, un
1 = 1

(il y a une seule façon de ranger tous les nombres dans une seule bôıte). En
particulier un+1

1 = un
1 .

Ensuite, il y a également une seule façon de ranger les n entiers de 1 à n dans
n bôıtes distinctes (rappelons que les bôıtes sont indifférentiables). C’est-à-dire
que un

n = 1 pour tout n, en particulier un+1
n+1 = un

n.
Enfin, soit 1 < k < n. On cherche à calculer un+1

k+1 , le nombre de façons de
ranger les entiers de 1 à n + 1 dans k + 1 bôıtes. De deux choses l’une : soit
l’entier n + 1 est tout seul dans sa bôıte, et alors il reste à classer les entiers
de 1 à n dans les k bôıtes restantes. Pour cela, il y a un

k possibilités. Sinon,
l’entier n + 1 n’est pas tout seul dans sa bôıte. Obtenir une telle configuration
revient à ranger les entiers de 1 à n dans exactement k + 1 bôıtes (un

k+1 façons
de ce faire), puis à choisir la bôıte dans laquelle on met l’entier n + 1 (k + 1
possibilités), soit au total (k + 1) un

k+1 configurations de ce type.
On a donc montré que pour 1 < k < n, on a un+1

k+1 = un
k + (k + 1) un

k+1.
Les nombres un

k peuvent donc être définis par les relations de récurrence :{
∀n, un+1

1 = un
1 et un+1

n+1 = un
n

∀n,∀k ∈ [[ 2 ; n− 1 ]] , un+1
k+1 = un

k + (k + 1) un
k+1

Il est désormais élémentaire de montrer par récurrence sur n que pour tout
k < n, on a an

k = un
k+1, c’est-à-dire que le coefficient de degré k du polynôme

Qn est exactement le nombre de façons de ranger les entiers de 1 à n dans k +1
bôıtes indistinguables.
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