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Jauge d’une cuve a Mazout

(Zip 2 TEX mazoutq.tex) version 10 05 04 12h00

JAUGE D’UNE CUVE A MAZOUT HORIZONTALE

(ARNAUDIES FRAYSSE ANALYSE TOME 3 COMPLEMENTS page 346 exercice § +

12 juin 96 APM 403 ;)

La cuve a mazout figurée ci dessous et page 4, est posée horizontalement.
Le probléme consiste en ’étalonnage d’une jauge verticale (soit extérieure a la

cuve, soit flottante) qui, en fonction du niveau atteint par le mazout, indique

le volume de mazout restant dans la cuve.
|

On appelle Q) le centre de la sphere de droite (voir la figure) On appelle w le centre de la section de la sphére de
droite, par le plan z=u ; Pour des raisons de symétries des formules (z en -z) on prend l'axe Oy porté par l'axe de
révolution du cylindre, O centre du cercle de base de droite du cylindre, Ox et Oz en étant deux diametres orthogonaux ;
bien sur dans la pratique, pour avoir la jauge, il faudra faire le changement de variable z=h-R, de fagon que h niveau

du liquide varie de 0 & 2R (tandis que z varie de -R a4 4+ R).

D’apres les formules du volume, le volume de liquide & la cote z sera : | V(z) = [“; S(u)du | ol S(u) est D'aire de

la surface de liquide a la cote u.

e | Calcul de S(u)

e Le cylindre a pour équation (il est d’axe Oy et de cercle de base 22 + 22 = R?) 22+ 2% = R%. 1l a pour longueur

e La sphere de “ droite ” a pour équation : ’xz + (y + Va2 — R?)? + 22 = a?| car par PYTHAGORE QO =

Va2 — R? et xqg = —Va? — R2.
e Si on coupe la cuve par le plan de cote u, on obtient pour la partie cylindrique un rectangle CC’C”C”’, de
longueur L et de largeur 2v/R2? — u2, longueur de la corde de cote du du cercle de base x? 4+ 22 = R? du cylindre :

soit deux fois I’abcisse d’une des extrémités de la corde : 22 = R? — u2. Donc la contribution Seytindre(u) & S(u) de
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la partie d’aire correspondant au rectangle de coupe du cylindre est | Scytindre (1) = 2LvVR2Z —u? |

e Pour chaque partie sphérique on a un secteur (voir figure) d’un cercle de centre w, wCC’ de rayon wC

(wC? =wH? + HC? = 24 + HC? = a®> — R + R* —u? = a® — u?) ’wC =va? —uz‘ (C’est aussi le rayon du cercle

de section de la sphére de droite x + (y + Va® — R2)? + 22 = a® par z=u ).

i — wH _ va?—R? ; o - T
Ce secteur a comme demi angle au centre a = Arccos®s = Arcos(m. On impose : 0 < a < § et

donc d’aire (vVa? —u2)?2¢ = a(a® — u?), auquel on retranche l'aire du triangle wCC’ = 1CC' wH = HC wH =

VRT 2)a — RY).

b2

La contribution Ssppere(u) & S(u), des aires des deux “ bouts ” sphériques est donc : Ssppere(u) = 2(((12 —u?)a—

VR? —u?) Va? — R?)). Et donc :
S(u) = Scylindre + Ssphere = 2(L — Va2 —R2)vR2 — u? + 2(a® — u?)Arcos( va‘2’R2) =8S1(u) + Sz(u) I

Vaz_—u2

On pose u=R-z et on remarque que ATCOSt = arctan . (Comme prévu S est paire, Le premier terme Sy(u) représente

()
7

S o ) . ; p P A '

Uaire du rectangle diminuée des aires des deux triangles contribuant auz secteurs évoqués, le Arccos a toujours un sens

car —R? < —u?.)

( S1(u) est nulle lorsque L = v/a? — R? (voir la figure ci contre) et pour w = £R).

e | Calcul du volume V(z)

Vi(z) = [ S(u)du = Vi(2) + Va(2) = 2(L — Va? = R?) [7, VR? = w?du+ 2 [~ (a® — u?) Arccos( Jivﬁiizj)du

« Vi(2) = 2L~ V@ = B2) |7 VR = Pdu = 2L — Va2 = BO)( [ i du+ [ M)



Une intégration par parties de la seconde intégrale donne :

{U:u dU = du
qV = —2udw_ |y JRZ 2

Vi(z) = 2(L — va? — R?) ( {RQArcsin% +uvR? — u2} ’ n [P R VR - uzdu) =2(L—+va?— R?) [RQArcsin% +
uvR? — uﬂ Co Vi(z) soit Vi(z) = (L — va? — R?) (RQ% + R*Arcsing + zV/R? — 22>
-R

V.1(z) = (L — VaZ — R?) (ng +R?ArcsinZ + zvRZ — z2) ‘

Et ainsi :

(Comme prévu Vi(—R) = 0 ; On aurait pu obtenir ce résultat géométriquement car 55%’"7% = Constante et
rectangle

comme dans le cours les volumes associés sont dans le méme rapport. [voir aussi les cylindres croisés d’Archimede :
paradoze du pendu de Gardner pages 173 et 181 ; divertissement 1 page 107 ; Math et Malice numéro 7 de septem-
bre 92 ; Petit Archimeéde 99-100 probléme de ’écrivain Roger Chateauneu posé par Brette solutionné PA 101] On

aurait pu aussi calculer Vi(z) par le changement de variable : 0 = Arcsing ce qui aurait donné Vi(z) = 2(L —

Vva? — R?) fi:csm% R?cos(0)df soit Vi(z) = R%(L — Va2 — R2) QCSin%(l + cos(26))dd = R*(L — vVa? — R?)|6 +

inZ inZ
Arcsinf Arcsinf

= R*(L — Va2 — R?) [9 + sin 6 cos 9] _ . On retrouve bien la formule encadrée).

2

-7

sin(26)
2
2

Ces résultats ont été controlés par dérivation ou intégration au moyen du logiciel MAPLE et au fichier B:95

mazoutl.ms.

e Il reste & calculer Va(2) =2 [~ (a® — u?)Arccos(™ R gy,

VaZ—u? .
2 2\—3
U — Arccos(i\\//%) dU = a2 — R2=udula”—u’) 2
s . a?—u w2_R2
On integre par parties en posant =53
dV = (a® — u?)du V = a%u — %3

On simplifie dU = —va? — Rz% et ainsi :

2)71

Va(2) = 2(az — ?)Arccos( Y ‘;z:l::) +2Va® — R? |7 (au — %)%ﬁw = 2(a%z — ?)Arccos( \/7‘;227_1;2) +

2va? — R?].

%)M. Et nous allons calculer I.

Ou l'on a posé : I = [*(a*u — Tz

( Maple ne donne rien (L’algorithme de RISCH (1969) (c¢f Gomez 231-233+259) - qui vérifie le théoréme de
LIOUVILLE - n’y est pas totalement implanté comme dans “ AXIOM ”) ou alors il faut suggérer comme a la main
lintégration par parties et les changements de variables).

Dans I on fait le changement de variable ( ce qui est préférable & w = Rcosf car aprés dans la

fraction rationnelle on sera amené & poser t = tan@, ce qui ne posera pas de probléme de cas différents (z positif et z
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négatif) ou de continuité en 0, que donnerait pour tangente le franchissement de § = %, si on avait posé u = R cos 6
- on peut pour s’en convaincre tenter de faire le calcul - On passe en ce qui concerne l'intégrale indéfinie passer d’un

cas a l'autre en changeant t en % qui correspond a celui de 6 en 3 —0).

: .7 _ [Arsing . 9o 2 sin® 6 R2? sin® OR cos 0d6 _ p2 [Arcsing o o 2sin® 6\ __R>sin? 0do
Alors I devient : I = f7% (a® — R*55 )(a2—R2 sin? 6)v 2 co? 0 I=R f,% (a® — R*55 )(aLRz sin2 0)

(On a pu écrire cos @ = vcos? @ car cos > 0 dans lintervale des bornes)

e On fait alors le changement de variable ot § = Arctan(t) ; alors sin®6 = 1_?%, do = % et

&
2
_ sinf _ sin 0 _ __ & Cr_p2 ViR 2 R t2 dt . ~
tanf = o5l = = =ectdonc: I =R ffoo (a 3(1+t2)) () (- L T+ et ainsi | [ = R°P

- ++/1—sin% 6 \/17§ 5

Vi 1 (8¢~ R*)1*+34%) ?at
P=[XS 3 2 (a2—R%)+a2)(11£2)2

1 ((3a27R2)t2+3a2)t2dt , " 12 . N
On pose F = 3 (=R T (L F)2 Et on cherche sa décomposition en éléments simples de seconde espece.

Comme elle est paire et de degré négatif, la forme de sa décomposition est :



1 (Be2—R>)24342) 2t A
F= §(t2(a2 R2)+a2)(1+t2)2 — (1+t2)2 + 1+t2 + (aZ—R2)t2+a?

i et -i sont poles doubles, jamais triples car a®> — R? # a2.

La méthode des congruences donne alors :

e : On multiplie les deux membres de I'identité précédente par (1 + t2)? on réduit et on spécialise

t en les racines de t2 + 1 = 0 alias t> = —1 ( mais sans se fatiguer a les remplacer explicitement). Alors
A = (=8a 2+R*+3a)(=1) _ —1
3(—a?+R2+a?) - 3

— R%)t? + a? on réduit et on

e : On multiplie les deux membres de 'identité précédente par (a

R*)t?+a? = 0 alias t? = 122(17:2 (mais sans se fatiguer a les remplacer explicitement)

spécialise t en les racines de (a

M.’_?)QQ 2 2 4

_ R2 a2 a _ a 4 _ 22 22 4 __ 2a

Alors C = 3( = )2 (RLa?) = 3m [3a* — a®*R* + 3a*R* — 3a*]. et donc |C = e
B2 —a2

Pour avoir le dernier coefficient B, au lieu d’appliquer la méthode générale, lourde ici, qui

consiste a retrancher a F la partie principale ﬁ et a recommencer la méme méthode pour F'1 = F — ﬁ apres

2a° R?>—24?

R? —  3R?

Sy
[
!
N
!
T
|
[SME
|

réduction, on spécialise t=0: 0 = A+ B + a% et ainsi

Tous ces résultats sont confirmés pas Maple : voir la feuille ci jointe.

2 42 -~ Lo
J(r1t+t2t)2)dt =H+/[ fié‘j@ On integre

Pour préparer le calcul de V(z), rappelons le calcul de Hy = [ a j§2)2 = a
U=t dU = dt , X
. Ce qui nous donne Hy, = H; + 2(1+t2) —5H =

cette derniére intégrale par parties : dV = (=it Ve 1
= 1+t2)2 = 2(1+8%)

= Hy |et ’Hl = Arctan(t) ‘

1H1 + (1+t2)

2

+ BH; + - C V“2_R2Arctan(7““2_m)} =

— 00

Et ainsi I = R? [AHl + 2(1+t2) soit :

I = R2 A B)(A z T A R?z—z2 C A zva2—R2
- ((5+ )( ?"Ctan\/ﬁ+§)+(m*0)+7am( retan=e=t + 3 ))
=Vi(z) + 2V a? — R21I.

Calculons maintenant les coefficients de 1’expression de I ; rappelons que V (z)

2% _ R%-44°
3RZ — ~ 6R?

D=

2a
3R2

W

_ =1
+B=+

o

Donc :
2 _4q2 2 T 2(R?2—22 a’ zvVa?—R2 T
I = B2 (Arctan —=2— + §) — (6£/R2_Z§) + 57— (Arctan 2210 4 7).

Et enfin en tenant compte de tous les calculs précédents on a
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V(z) = (L —va? — R?) (R2% + R*Arcsing + 2V R? — z2) +2(a?z — ?)Arccos( \/7“;22:1:22)

+2va? — Rz{%(/wctaniﬁ +3)— Zi'Rg_Zz} + %(Arctan%% + 7).

On vérifie bien que V(-R)=0 et que V est paire et que V a bien I’équation de dimension d’un volume ; On vérifie
aussi la cohérence avec le cas (a=R,z=R) (cylindre de rayon R, fermé par deux demi-spheéres de rayon R) et le cas
(a — +00,z=R), qui donne comme limite le volume du cylindre (On utilise un développement limité en fonction de de
é ). Maple fait tres mal la vérification directe de I'intégration, & cause des limites des algorithmes implantés, cités plus
haut, quant & la vérification par V’(z)=S(z) elle se fait encore plus mal car Maple gére trés mal les radicaux, méme
avec assume précisant que les radicandes sont positifs ou réels. Il faut donc faire une vérification a la main, ce qui a
été fait !

Le volume total de la cuve est, par raison de symétrie-parité, 2V(0) soit :

Volume Total de la cuve = (L — va2 — R2)R27 + a2 — R%%w} + %ﬂ' )

Enfin pour terminer la fonction JAUGE s’obtient en posant z=h-R ; On a J(h)=V*(h)=V(h-R) ; On pourrait

¢

I'obtenir par Maple par “ substitue ” ; A la main directement il suffit de remplacer :



ce qui donne :

VR?2 — 22 par vV2Rh — h?
VaZ — 22 par va? — h? — R?2+ 2Rh

J(h) = (L — Va® — R?) (R2g + R2Arcsin(L — 1) + (h — R)V2ZRh — h2)

h—R)? VaZ—R?
+2(a*(h — R) — %)Arccos(ﬁ%)

2442 h—R - h—R)vV2hR—K2
+2va? — R2{7R 64 (Arcmni% +3) - %}

+12 (Arctan "IILEIE | 2) @ VIDIANI DIJON

e Le programe en PASCAL ci-joint simule le remplissage de la Cuve en donnant & chaque moment le niveau de
la jauge.
Dans la pratique, les données chiffrées expérimentalement obtenues (h;, J(h;)) permettent de programmer une

jauge numérique, sans connaitre la fonction J(h).

’Illustration en Maple du produit d’Hadamard‘
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