Intégration de polynomes
Points de Gauss

Commencgons par un exercice classique de premier cycle.

Probleme 1 Trouver trois réels a, 3 et v tels que, pour tout polynome P de
degré au plus 2, on ait :

1
1
/ P(z)de=a-P0O)+3-P (2> +v-P(1)
0
Montrer que cette relation reste valable pour les polynomes de degré 3.

Solution : En remarquant que les deux membres de I’égalité sont (quels que
soient «, 3 et ) des formes linéaires en P, il suffit que 1’égalité soit vraie lorsque
le polynéme P décrit une base de l’espace vectoriel Ro[X] des polynomes de
degré au plus 2. Par exemple, la base {1, X, Xz}.

On obtient donc la condition nécessaire et suffisante :

1
/ ldz=a-1+08-14+7v-1
0

1
1
/ rdr=a-0+3-=+~v-1
0 2

1 1\ 2
/dex:a-OQ—}—ﬁ-(Z) +y-12
0

at+fB+y=1
soit §+7:%
On trouve azvzéetﬁzg.

c’est-a-dire, pour tout polynéme de degré au plus 2 :

/01 P(z) de — é (P(O) 4P G) 4 P(l)) .

Une simple vérification nous montre que cette formule reste valable pour les
polynémes de degré 3. 11 suffit 13 aussi d’examiner le cas du polynéme X3,

Or /1x3dx—1/4—1/6(0+4-(1/2)3+1) : O
0

N.B. On vérifie en revanche que cette formule est fausse pour les polynémes
de degré 4. ..



1 Intégration des polynomes et formes linéaires

1.1 Structure de R,[X]

Définition-Propriété : On note R, [X] 'ensemble des polynomes a coefficients
réels, et de degré au plus n. R, [X] possede une structure d’espace vectoriel sur
R, de dimension finie.

La structure d’espace vectoriel découle de la définition des polynomes. Il
suffit d’observer que la somme de polyndémes de degré au plus n est de degré
au plus n... D’autre part, la famille {1,X,X2, e ,X”} constitue bien str une
base de R,,[X], qui est donc de dimension n + 1. Plus généralement :

Propriété 1.1 Si {Py,Py,...,P,} est une famille de polynomes telle que pour
tout indice i, P; est de degré exactement i, alors la famille {Po,P1,...,Pp} est
une base de R, [X]. Cette famille est dite « échelonnée en degré ».

Démonstration : La propriété se démontre aisément par récurrence : le résultat
est évident pour n = 0, en effet le polynome Py est alors une constante A non
nulle, et Ry[X] est ’ensemble des polynémes constants, donc des multiples de
Po.

Supposons le résultat établi jusqu’au rang n, et soit {Pg,P1,..., P41} une
famille échelonnée en degré. Par hypotheése de récurrence, {Py,Py,...,P,} est
une base de R,,[X]. Nous allons montrer que {Po,P1,...,P,41} est libre.

n+1
Soit Ag, ..., Ant1 des réels tels que Y. ApPr = 0. Si \,41 est non nul, alors on
k=0
peut écrire :
n
Pri1=—5 > AP
n+l k=0

ce qui est absurde puisqu’un polyndéme de degré n + 1 ne peut s’écrire comme
une combinaison linéaire de polynomes de degrés au plus n. Donc A\,4+1 =0, et
I’on obtient :

n
> MPr=0.
k=0
Comme la famille {Pg, Py,..., Py} est libre (par hypothese de récurrence),
on obtient alors A\g = A1 = -+ = A, = 0. On a donc montré que la famille
{Po,P1,...,Pyy1} est libre. Comme elle possede exactement n + 2 éléments,

c’est une base de R,,11[X]. Le résultat est établi par récurrence.

g

1.2 Formes linéaires

Définition Soit E un espace vectoriel sur un corps K. On appelle forme linéaire
sur E une application linéaire de E dans K.

EXEMPLE : Si a est un réel, application P — P(a) est une forme linéaire sur
I'espace vectoriel R[X] des polynémes a coefficients réels. Cette application est
appelée évaluation au point a.



N.B. La donnée de la valeur en chaque élément d’une base de E définit de
maniére unique une forme linéaire. Autrement dit, si (e;);er désigne une base
de E, si (a;)ier désigne une famille d’éléments du corps K, alors il existe une
unique forme linéaire f sur E telle que f(e;) = a; pour tout i.

L’unicité est immédiate : si deux formes linéaires f et g coincident sur une
base (e;)ic1, alors la différence f — g est nulle sur ladite base. Comme tout
élément x de E se décompose sur cette base, comme une combinaison linéaire

n
finie > Apeg, on obtient par linéarité de f — g :
k=1

A -0=0
0

(f — 9)(x) = E Me(f = g)(ex) =

et donc f — g est la forme linéaire nulle, c’est-a-dire que f et g sont égales. Pour
I’existence, on définit une fonction f de E dans K par :

n

k

Tr=
k

n n
Aker — > Apoy,
=1 k=1

et I'on vérifie aisément que cette application est bien linéaire sur E.

Propriété 1.2 Soit E un espace vectoriel sur un corps K. L’ensemble E' des
formes linéaires sur E posséde une structure d’espace vectoriel sur K. Si E est
de dimension finie, alors E' est aussi de dimension finie, et sa dimension est
égale a celle de E.

Démonstration : On vérifie sans probleme que la somme de deux formes
linéaires est encore une forme linéaire, tout comme le produit d’une forme
linéaire par un élément du corps K. E’ possede donc une structure d’espace
vectoriel sur K. Supposons désormais que E est de dimension finie n.

Soit {b1,...,by} une base de E. Pour 1 < ¢ < n, soit b} la forme linéaire
définie par b} (b;) = 1 et b} (b;) = 0 pour tout j # i. Alors la famille {b7,...,b};}
constitue une base de E/. En effet, si f est une forme linéaire donnée, alors on
peut écrire f sous la forme :

n
f= > fba)by .
k=1
n
Ces deux formes linéaires f et Y f(b;)b} coincident sur chacun des vecteurs de
base b; (1 <1i < n), donc elles sont égales! O

N.B. Inversement, si E’ est de dimension finie, on peut associer & toute base
{fi,..., fn} de E' une base {ei,...,e,} de E telle que pour tous i, j, on ait
fi(ej) = 1sii=j, 0 sinon.

1.3 Application aux polynémes

Si ag,ai,...,a, sont des réels distincts, alors les évaluations des polynoémes
de degré au plus n en ces points forment un famille libre de R,[X]". En effet,
solent ayg, . .., a, des réels distincts, et soit f; € R, [X]" I'évaluation au point a;,

c’est-a-dire la forme linéaire :

R.X] — R
f"{ P Pa))



n
Soient A, . .., A, des réels tels que > Ag fi soit la forme linéaire nulle sur R,,[X].
k=0

n
Pour i un indice (désormais fixé), on appelle P; le polynome HO (X —aj). Le
j=

i
polyndéme P; est de degré exactement n, en particulier on doit avoir :

i A fr(Pi) =0
k=0

n
Mais, pour k # 4, on a f,(P;) = Il (aj, — a;) = 0 (lorsque l'indice j est égal & k,

L=

=
G
on obtient un terme du produit de la forme (a; —ay) = 0). Il vient \; f;(P;) = 0.
n
Soit )\z H (ai — aj) =0.
J=0
G
Comme par hypothese, les réels ay, . .., a, sont distincts deux a deux, tous

les termes a; — a; du produit sont non nuls. On en déduit que \; = 0, et ce
pour tout indice i, ce qui prouve bien que la famille {fy,... f,} est libre. C’est
donc une base de l'espace vectoriel des formes linéaires sur R,,[X] (en tant que
famille libre & n + 1 éléments d’un espace vectoriel de dimension n + 1).

En particulier, toute forme linéaire sur R, [X] peut s’exprimer comme com-
binaison linéaire des formes fo,... fy.

Or lapplication de R,[X] dans R qui & un polynéme P associe la valeur

1
/ P(z) dz est une forme linéaire sur R, [X] (par linéarité de 'intégrale!). Et
0

donc, quels que soient les points ag, . . ., a, deux a deux distincts, on peut trouver
des coefficients ay, ..., a, tels que, pour tout polynéome P de degré au plus n,
on ait :

1 n
/ P(z)dz = ZakP(ak) .
0 k=0

N.B. Ceci justifie, entre autre, le fait que nous ayons effectivement trouvé trois
nombres a, 3 et v qui répondent a notre probleme, en préambule.

2 Produit scalaire et orthogonalité

Définition Soit E un espace vectoriel sur R. Une application (u,v) — (u,v)
de E? dans R est un produit scalaire si et seulement si elle est :
— bilinéaire, c’est-a-dire linéaire par rapport a chaque variable :

Vu,u';v € E,VAN € K (Qu+ N/, v) = Mu,v) + N (W, v)
Vu,v,v" € E,Vu, ' € K, (u, pv + p@'v") = plu, v) + 1/ (u,v’)

— symétrique : Vu,v € E,  (u,v) = (v,u)
— définie : VueE, (u,u)=0=u=0
— positive : VYueE, u#0= (u,u) >0



EXEMPLE : Sur R?, et sur R de maniere générale, le produit scalaire le plus
classique, c’est I'application définie par :

<(x17"'7mn)7<y17"'7yn)> :xlyl—i_'”—i_xnyn .

Définition La norme d’'un vecteur u de l'espace vectoriel E (muni du produit

scalaire (.,.)) est le réel :
[ull = v/ u, u) .

2.1 Bases orthogonales, procédé de Gram-Schmidt

Lorsque 1'on dispose d’un espace vectoriel (de dimension finie) sur R, muni
d’un produit scalaire, des bases particulierement intéressantes sont les bases
orthonormales ou orthonormées.

Définition Une famille {ej,...,e,} de vecteurs non nuls (resp. une base) de

l'espace vectoriel E,; muni du produit scalaire (.,.), est dite orthogonale si et

seulement si, pour tous indices i # j, on a (e;, e;) = 0.

N.B. Une famille orthogonale est nécessairement libre : si A1,..., A, sont tels

n

que > Agex = 0, alors en effectuant le produit scalaire de cette somme par e;
k=1

(1 <i < n), on trouve {(e;, A\je;) = 0 soit \;|le;]|> = 0, et donc \; = 0 puisque les

vecteurs sont non nuls.

Définition Une famille de vecteurs (resp. une base) est dite orthonormée si elle
est orthogonale, et constituée de vecteurs de norme 1.

EXEMPLE : Pour le produit scalaire classique sur R™, la base canonique est
orthonormée. En effet, si e; désigne le vecteur (0,...,0,1,0,...,0) dont la seule
composante non nulle est a la i-eéme position, alors ces vecteurs sont clairement
orthogonaux et de norme 1.

Théoréme 2.1 (Orthonormalisation de Gram-Schmidt) Quelle que soit

la famille libre {u1,...,u,} d’un espace vectoriel E muni d’un produit scalaire
(.,.), il existe une unique famille orthonormée {e1,...,e,} telle que :
Wk < p. { Vect {e1, ..., e} = Vect {u, ..., ug}
(ug,ex) >0

Démonstration : On proceéde par récurrence sur p. Pour p = 1, la condition
Vect {e1} = Vect {u; } impose que e; soit de la forme Aup, avec A réel. On veut
que e; soit de norme 1, c’est-a-dire ||Auy|| = |A|||u1]] = 1. Ceci nous donne deux
solutions possibles pour A. Comme on doit aussi avoir (ui,e;) = Al|up||? > 0,
on obtient A > 0, et donc e; est déterminé de maniere unique.

Soit maintenant p > 2, et {u1, ..., up} une famille libre d’un espace vectoriel
E muni d’un produit scalaire. Soit {ey,...,e,—1} "'unique famille orthonormée
construite (grace a I'hypothese de récurrence), de fagon & ce que l'on ait :

Vect {e1,...,ex} = Vect {ur,...,ug}

<p_—
Vk<p-—1, { (uk,ek> >0



La condition Vect {ey,...,ep} = Vect {uy,...,u,} nous impose une relation du
type :

P p—1
ep = g QRUE = Uy + E A€k .
k=1 k=1

p—1

(En effet, la somme ) ayuy est dans Vect {eq,...,e,—1} = Vect {uy,...,up_1},
k=1

donc peut s’écrire comme combinaison linéaire des vecteurs ey, ..., ep—1.)

Les conditions d’orthogonalité (e,, e;) = 0 pour ¢ < p nous donnent alors :

Vi<p—1, Xj+ap(upe)=0.

p—1
Donc e, s’écrit ep = Qy (up - kzl<up, ek>ek>
Comme la famille {uj,...,u,} est libre, le vecteur u, n’est pas dans dans le
sous-espace vectoriel Vect {uy,...,u,—1} = Vect{e1,...,ep—1}, c’est-a-dire que
p—1

le terme u, — kzl(up, e)ex est forcément non nul. On détermine alors (au signe
pres) le coefficient «, par la condition ||ep|| = 1. Enfin, on doit avoir :

1 1

0 < (up,ep) = (—ep+ Z<upaek>6kv€p> =—
@p —1 @p

ce qui détermine le signe de «,, donc a,.

2.2 Des formules “économiques” d’intégration

Revenons a notre espace vectoriel R,,[X] des polynémes de degré au plus n.

1

Propriété 2.2 L’application (P,Q) — (P,Q) = / P(z)Q(x) dx définit un
0

produit scalaire sur R, [X].

Démonstration : La bilinéarité est immédiate. D’autre part, pour tout po-
lynéme P & coefficients réels, 'application z —— P(z)? est & valeur dans R, et
donc le nombre (P, Q) est positif ou nul.

Enfin, si un polynéme P est non nul, alors I'application # — P(z)?, continue
sur [0;1], prend sur cet intervalle des valeurs strictement positives (sinon P

1
aurait une infinité de racines). On en conclut que / P(z)? dz est strictement
0

positive (propriété de positivité de 'intégrale). O

Le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt, partant de la base cano-
nique {1, X, X2 ... ,X”}, nous fournit alors une base orthonormée {Py, ..., P,}.
Comme 'une des conditions du procédé de Gram-Schmidt est que pour tout 4,
on ait Vect {Py,...,P;} = Vect {1,X,..., X"} = R;[X], la famille construite est
nécessairement constituée de polynéomes de degrés échelonnés (P; est de degré
i pour tout 7). En outre, P; est orthogonal & R;_1[X] (c’est-a-dire & tous les
polynémes de degré au plus ¢ — 1), ce pour tout .



Lemme 2.3 Pour tout i, le polynome P; posséde i racines réelles distinctes,
toutes dans lintervalle | 0;1].

Démonstration : La propriété est vraie pour i = 0 (Py est un polynéme
constant, sans racine). Soit ¢ > 1 un indice désormais fixé. On a :

1 1
/ Py(£)Po(t) dt — / Py(t) dt = 0
0 0

donc P; change nécessairement de signe sur l'intervalle ]0;1[, et possede donc
au moins une racine sur cet intervalle.

Soient 1 < --- < x les racines (distinctes) de P; dans l'intervalle [0;1].
Alors P; se décompose sous la forme d’un produit :

k
II (X—z;)%Q
7j=1
ou les nombres «; sont des entiers naturels et Q est un polynéme sans racine
dans lintervalle | 0;1[. Considérons maintenant la séquence j; < jo < -+ < jp
des indices j compris entre 1 et k et tels que 'entier «;; soit impair.

T
Alors le polynoéme P; - Hl (X —zj,,) s’écrit :
m=

k

IT (X —2;)%Q

j=1

ou B = o si o est pair, et 3; = a; 4 1 sinon. C’est-a-dire que les nombres 3;
k

sont tous pairs, et donc le produit Hl (X - xj)ﬁj est de signe constant (positif)
J:

sur l'intervalle [0;1]. D’autre part, comme le polynéme Q n’a pas de racine sur
105171, il est lui aussi de signe constant sur [0;1]. On a donc :
T

1 T
(Pi,mH1 (X =zj,)) = /0 Pi(z) ml—:Il (x —xj,,) de #0 .

Or, par construction, on sait que le polynéme P; est orthogonal & R;_1[X].
'

On en déduit donc que le polynome Hl (X —xj,,) est de degré au moins . Par
m=

définition de ce polynome, ceci signifie que P; a i racines distinctes dans | 0;1 [.
]

Soit P, le polynéme de degré n obtenu par le procédé de Gram-Schmidt
a partir de la base 1,X,...,X" de R,[X]. Soient a; < --- < a, les racines
(distinctes d’apres le lemme qui précede) de P,. Nous avons vu que les formes
linéaires définies par ’évaluation des polynémes en a1, ..., a, forme une base de
R,,—1[X]" (on a n points), et qu’en particulier il existe des coefficients a1, ..., oy,
tels que pour tout polynome P de degré au plus n — 1, on ait :

1 n
/ P(z)dz = ZakP(ak) . (1)
0 k=1



Théoréme 2.4 La formule précédente reste wvalable pour tout polynome de
degré au plus 2n — 1.

Autrement dit, ’évaluation des polynomes en n points bien choisis suffit & cal-
culer l'intégrale de polynémes de degré allant jusqu’a 2n — 1!

Démonstration : Supposons construit la famille de polynémes Py, ..., P,, se-
lon le procédé de Gram-Schmidt. Soient aq, ..., a, tels que pour tout polynéme
P de degré au plus n — 1, on ait :

1 n
/ P(x)dx = ZakP(ak) .
0 k=1

Considérons un polynome P de degré au plus 2n — 1. La division euclidienne
de P par P,, nous donne deux polynomes Q et R, avec R de degré strictement
inférieur au degré de P,, (donc de degré au plus n — 1), tels que P = QP,, + R.
D’autre part, on a alors deg(Q) + deg (P,) < deg(P) < 2n — 1, et donc le
quotient Q est lui aussi de degré au plus n — 1.

Mais alors, par linéarité de l'intégrale, on a :

/01 P(z)dz = /01 Q(z)Py(z) dz + /01 R(z) dz .

On reconnait dans le premier terme de la somme le produit scalaire (Q, P,,).
Or, par construction, le polynéme P,, est orthogonal a R,,_1[X], ¢’est-a-dire que
ce produit scalaire est nul. On obtient :

1P dr = 1R dz = Y R
/0 (x) x—/o (x) m—Zak (ak) -

k=1
En effet le polynome R est de degré au plus n—1, donc la formule (1) s’applique.
Enfin, évaluant 1’égalité P = QP, + R en un point a;, on obtient :

P(a;) = Q(a;)Pn(ai) + R(a;) = R(a;)

puisque a; est par construction racine de P,,.
1 n
D’ou / P(z)dzx = ZakP(ak) . O
0
k=1

Définition Les points aq,...,a,, racines du n-ieme polynome de la famille
orthogonale construite, s’appellent les points de Gauss.

N.B. On peut énoncer une réciproque au théoreme 2.4 : si 'on a n points

ai,...,an, €t nréels A1, ..., A\, tels que, pour tout polynéome de degré au plus
2n — 1, on ait :
1 n
/ P(z)de =Y AP(a)
0 k=1
alors ai,...,a, sont les points de Gauss d’ordre n, c’est-a-dire les racines du

polynome P,,.
n

En effet, soit P le polyndme Hl (X — a;). Pour tout polynéme Q de degré

1=
au plus n — 1, le produit PQ est de degré au plus 2n — 1, et donc vérifie :

1 n
/ P(@)Q(r) do = 3 AP(a:)Q(as) = 0 .
0 k=1

8



En d’autres termes, (P, Q) = 0, c’est-a-dire que P est orthogonal a R,,_;[X].
Le polynéme P est donc, a constante multiplicative pres, le n-ieme polynéme
de la famille orthonormale précédemment construite.

2.3 Détermination des points de Gauss

En pratique, le procédé de Gram-Schmidt est souvent pénible a mettre
en oeuvre. Ici, nous ne recherchons que les racines des polyndémes orthogo-
naux en question. On peut donc alléger la méthode en ne recherchant les po-
lynémes qu’a constante multiplicative pres (on y gagne, en particulier, des cal-
culs d’intégrales). Ainsi, on trouve successivement :

- Py=1.

— P; doit étre de degré 1, et orthogonal & Py. En posant P; sous la forme

X + a (comme on cherche P; a constante multiplicative pres, on peut le
supposer unitaire), on trouve la condition :

1
/(m+a)d:c:0:1/2+a.
0

Donc Py =X —1/2.
— On pose Py = X2 + aX + b. Py doit vérifier (P, Pg) = (Py,X) = 0,
c’est-a-dire :

1 1
/(a:2+ax+b)dx:/(x3+a:c2+bx)dx:0.
0 0

On trouve 1/3+a/2+b=1/4+a/3+b/2=0

doncPy =X?—X+1/6=(X—-1/2-1/2V3) (X -1/24+1/2V3) .
Les calculs deviennent, on le voit, assez vite compliqués (on a des systemes

n X n a résoudre pour déterminer P, ). Dans le cas particulier de notre produit

1
scalaire (P, Q) = / P(z)Q(x)dz, une famille orthogonale peut étre obtenue de
0
la facon suivante :

Théoréme 2.5 Les polynomes P, = ((X — X2)")(n) (dérivée n-iéeme du po-
lynome (X — X2)") forment une famille échelonnée orthogonale.
Démonstration : En effet, pour tout n, le polynome P,, est de degré 2n—n =n
(on dérive n fois un polynéme de degré 2n). Pour montrer que cette famille
de polynomes est orthogonale, nous allons montrer que pour tout n, P, est
orthogonal a R,,_;[X].

Soit donc n un entier, soit R le polynéme (X —X2)™ (de sorte que P,, = R(™),
et Q est un polynome de degré au plus n — 1. Alors, n intégrations par parties
successives nous donnent :

1
(P, Q) = /0 RO)(2)Q(x) de
- [i<—1>'f+1R<”-k><x>Q<k—l><x> 1
k=1 0

1
4 (—1)"/0 (2 — 22)"Q™ (2) dz .

9



D’autre part, comme le polynome R = (X — X?)" ainsi que ses dérivées
successives jusqu’a 'ordre n — 1 s’annulent en 0 et en 1, les termes d’intégration
par partie sont tous nuls... On trouve donc :

1
(Pr, Q) = (=1)" /0 (z — 22)"Q™ (z) dz .

Enfin, comme le polynéme Q est de degré au plus n—1, sa dérivée n-ieme est
nulle, et 'on trouve (P,, Q) = 0, c’est-a-dire que le polynéme P,, est orthogonal
a R,—1[X].

0

EXEMPLE : On obtient ainsi sans beaucoup d’effort le polynome P3 comme la
dérivée d’ordre 3 du polynome (X — X2)3 = X3 —3X% 4 3X% — X6. Cest-a-dire
que P3 = —120X3 + 180X? — 72X + 6. On remarque que 1/2 est racine de P3,
ce qui permet de factoriser le polynéome. On trouve :

1 1 1 /3 1 1 /3
Pi=-120(X— =) [X—2—24/2) [x=24+24/2]) .
3 O( 2>< 2 2 5)( 213 5>

Les points de Gauss correspondant sont donc 1/2, 1/2 — 1/2,/3/5 et 1/2 +
1/2\/%. Le méme type de calculs que ceux effectués au tout début de ce
texte nous fournit les coefficients correspondants (il suffit 1a aussi d’examiner
les polynémes 1,X et X?). On obtient, pour tout polynome de degré inférieur
ouégala2-3—1=5:

! 5 1 1 /3) 4 1 5 1 1 /3
p _ 2 pl 2 atp (Y2 p 22
/0 @dr=1g-Pl372y5) "y <2>+18 2 2V5

N.B. A translation preés (c’est-a-dire si ’on considére dans tout ce qui précede
I'intégrale des polynémes sur Uintervalle [—1;1] et non plus sur [0;1]), ces
polynomes s’appellent les polynémes de Legendre. Le n-ieme polynome de Le-
gendre est ainsi la dérivée n-ieme de (1 — Xz)n_

2.4 Coefficients

Trouver les points de Gauss revient, on I’a vu, a factoriser un polynoéme de
degré n. C’est a priori un probléeme compliqué, il devient d’ailleurs trés vite
impossible de déterminer les racines de maniere exacte. En revanche, comme on
sait que toutes ces racines sont dans l'intervalle ] 0; 1 [, de nombreuses méthodes
numériques nous permettent de trouver des valeurs approchées de ces racines,
connaissant le polynome (ce qui est assez simple, en utilisant le théoréme 2.5).

La détermination des coefficients ne pose en revanche pas de gros problemes,
une fois connus les points de Gauss aq,...,a,. Il suffit d’écrire les relations

1 n
/ P(z)dx = Z A\iP(a;) pour les polynomes 1,X,...,X" 1. On obtient ainsi

0 i=1
un systeme linéaire de n équations a n inconnues Ay, ..., \,, qui se résout sans

trop de probleme.
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Une autre solution consiste a utiliser des polynoémes interpolateurs de La-
grange. On obtient au passage une propriété supplémentaire pour nos coeffi-

cients : ils sont tous positifs.
n

En effet, si I'on considere le polynéme L; = 1:[ (X - ak)z, de degré 2n — 2, on

ki
trouve :

1 n
/ Li(z) dz =Y ALi(ar) = AiLi(a;) -
0 k=1
Comme le polynéme L; est positif, il en va de méme pour son intégrale et
pour sa valeur en a;, et donc \; est nécessairement positif.

Conclusion : Ce procédé d’intégration des polynémes par évaluation en des
points particuliers s’inscrit dans un cadre bien plus large. Tout ce qui fait mar-
cher cette méthode, c’est le fait que la fonction :

1
(p:Pl—>/ P(t)dt
0

est une forme linéaire sur R[X], et que (P, Q) = ¢ (PQ) définit bien un produit
scalaire.

On pourrait bien str changer I'intervalle d’intégration, ou encore considérer
une fonction du type :

P /I P(#)w(t) dt

ol w est une fonction (encore appelée poids) choisie de fagon a ce que 'intégrale
sur I de la fonction Pw soit bien définie quel que soit le polynéme P.

En fonction de l'intervalle I choisi et du poids w, on construit alors diverses
familles de polynomes, orthogonales pour les produits scalaires correspondant.
Et, a chaque fois, le polynome de degré n de la famille possede n racines dis-
tinctes dans I, qui sont les points de Gauss correspondant au produit scalaire
en question. ..

Ainsi, si 'on prend I = ]0;+0c0| et w de la forme t —— t%~ ¢, la famille
de polynoémes correspondant s’appelle les polynémes de Laguerre. Si 'on prend
I=Retw:t+— e_tz, ce sont les polynomes d’Hermitte, etc.

On pourra trouver de plus amples informations sur ces familles de po-
lynémes, et bien d’autres choses, dans un texte de Jean-Etienne Rombaldi
intitulé Approximation et Interpolation disponible sur le site « Maths en

Prépa », a 'adresse http://www.mathprepa.com/.
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