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Résumé

Comment évolue au cours du temps une population dans laquelle deux versions d’un
méme gene coexistent, et quelle sera la proportion, dans la population finale, des sous
populations caractérisées par cette différence génétique? Ce probléme et bien d’autres
peuvent étre modélisés par un outil probabiliste : une urne aléatoire. Nous présenterons
ici cet objet, ainsi qu’une maniere de calculer les probabilités d’évolution de celui-ci grace
a des séries entieres.
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1 Introduction

Le but de cet article est de présenter un objet étudié en probabilités : les urnes aléatoires.
Une urne aléatoire est une boite opaque, contentant des boules de deux couleurs, disons rouge
et bleu. Sur la boite on a inscrit une regle d’évolution, sous la forme suivante :

— Tirer une boule au hasard.

— Regarder sa couleur et la remettre dans 1'urne.

— Si la boule est rouge, ajouter « boules rouges (o pouvant étre négatif, dans ce cas on

retirera des boules rouges) et 5 boules bleues.

— Si la boule est bleue, ajouter v boules rouges et § boules bleues (la encore, § peut étre

positif ou négatif).

— Recommencer a la premiere étape

a, 3,7 et § sont des entiers fixés, et on suppose qu’avant le premier tirage, le nombre de
boules de chaque couleur présentes dans la boite est connu. On cherche alors comment la
composition de cette urne évoluera au fil des tirages. Le nombre de boules présentes dans I'urne
apres n tirages forme deux suites de variables aléatoires que 1’on appelle une chaine de Markov,
c’est-a-dire que seule la valeur de la suite a I'instant n influe sur la loi de la (n + 1) variable
aléatoire. Insistons sur le fait que dans notre regle d’évolution, on a supposé que la boule tirée
est remise dans I'urne.

Un des intéréts des urnes aléatoires est qu’elles donnent des modeles, simples a comprendre
et a utiliser, pour simuler des phénomenes divers, en physique, en biologie... On peut par
exemple s’intéresser a l'évolution d’un gaz dans deux chambres reliées 'une a 'autre par un
trou, pour savoir s’il est possible que tout le gaz rentre dans la premiere chambre. C’est dans
ce but qu’Ehrenfest a introduit I'urne qui porte son nom, afin de démontrer certains paradoxes
de la thermodynamique qui annoncait qu’une telle évolution était impossible, le gaz devant
forcément s’équilibrer entre les deux chambres. L’urne évolue ainsi : lorsqu’on tire une boule
d’une couleur, on la remplace par une boule de 'autre couleur. Le lien avec le modele est le
suivant. On suppose que I’écoulement dans les chambres se fait une molécule apres I'autre. Les
boules rouges représentent les molécules présentes dans la chambre de gauche, et les bleues
celles de la chambre de d! roite. A chaque étape, une molécule au hasard parmi toutes les
molécules présentes change de chambre. On retrouve bien le probleme d’Ehrenfest.

Nous pouvons également citer la modélisation d’évolutions de populations. Des modeles
déterministes, comme la suite de Fibonacci, que nous expliciterons en Section 2.3. sont connus
depuis bien longtemps. Les urnes aléatoires permettent d’obtenir d’autres types de modeles,
aléatoires, comme 'urne de Pélya que nous présenterons en Section 3.2, qui permet par exemple
de modéliser I’évolution d'une population dans laquelle deux versions d’'un méme gene co-
éxistent. Pour cette urne, les boules rouges représentent alors des individus possédant 'une des
versions de ce gene, et les boules bleues ceux possédantl’autre version. La boule que l'on tire
est alors considérée comme un descendant

Afin de calculer la probabilité pour qu’apres n étapes, il y ait un certain nombre de boules
rouges dans l'urne, nous aurons besoin d’une notion trés utile en combinatoire, celle de série
génératrice. L’idée est d’associer une fonction a une suite, de telle sorte que des égalités sur
les quantités de la suite (comme des formules de récurrence) se transforment en équations
fonctionnelles (équation différentielle, équation du second degré, etc.). On utilise alors des
résultats d’analyse afin de déterminer cette fonction, pour ainsi remonter a la suite inconnue.



D’une certaine maniere, la série génératrice (la fonction associée) "retient" toute I'informa-
tion contenue dans la suite, y compris pour les tres grandes valeurs, alors qu’en combinatoire, la
plupart des raisonnements se font a entier n fixé. Cette "connaissance' des grandes valeurs nous
permet alors d’appliquer les relations connues a toute la suite a la fois, et donc d’obtenir une
information supplémentaire. De plus les outils d’analyse permettent une écriture tres simple de
certaines relations compliquées.

Nous commencerons par présenter les séries génératrices, que nous appliquerons tout d’abord
au calcul de la fameuse suite de Fibonacci. Ensuite nous reviendrons aux urnes aléatoires en
général, avant d’appliquer les résultats présentés au cas de I'urne de Polya.

2 Série génératrice

Présentons maintenant ce qu’est une série génératrice. On a déja expliqué qu’il s’agissait
d’une fonction associée a une suite permettant notamment deux opérations : connaissant la
fonction, on doit pouvoir retrouver la suite, et les relations connues sur les suites doivent
pouvoir se traduire sur la fonction. Nous définissons la série génératrice associée a la suite
(@p)nen comme :

f:ze€Crag+arz+ a2 +--- .

Cette fonction est bien définie pour z assez petit, pourvu que (a,),eN ne croisse pas trop vite.

Par exemple, si a,, < A™ pour tout n, la limite de (Zzzo akzk) N existe pour tout |z| < T
n

Donc dans ce cas, la série génératrice est bien définie, et on peut calculer avec.

2.1 Propriétés des séries génératrices

Nous devons pour commencer vérifier que les séries génératrices caractérisent les suites aux-
quelles elles sont associées de maniere non équivoque, c¢’est-a-dire que si deux séries génératrices
sont égales, alors les suites associées le sont aussi.

Prenons deux suites (a,)nen €t (by)nen. Si nous avons :

ap + a1z + agz® + -+ = by + b1z + bp2® + -+
alors pour z = 0 nous avons ag = by. Soustrayons ag = by, et divisons par z nous avons :
a1+ asz +azz> + - =by +boz + b3t + -

Ce qui nous permet de voir que a; = by, en faisant tendre z vers 0. En réitérant le processus
nous obtenons bien que les suites (a,)nen €t (by)nen sont identiques.

Par conséquent, a chaque fonction est associée au plus une série génératrice, mais cette
preuve nous donne davantage : connaissant une fonction qui est une série génératrice, nous
pouvons calculer la suite de termes associée en utilisant la méthode précédente. Par exemple,



1

pour f(z):m,nous avons :
2
ag = f(O):l
- 1 1 — Ui < _

ar = Zl_I}I(l);(f(Z)—aO)— Zmz—mW—
o1 —z . -1

o =t (5 —0) <l = !
.1 -1 . z

as = l%2(1+22+1>_£1—>r%1—0—22_0

Nous pourrions bien siir itérer ce processus pour obtenir pour tout entier n :

a, = lim 1 [f(z) — (ao +az4 a2+ + an_lz"_l)} ,
z—0 zn

mais cette formule nous demande de calculer tous les termes jusqu’au rang n — 1 pour connaitre
le ni®™e terme, alors que nous souhaiterions connaitre une formule valable quel que soit I'entier
n. Notons que (a,)nen ne dépend que des valeurs de f pour z proche de 0. On pourra par
conséquent toujours supposer que z est assez petit, et restreindre f a une fonction définie sur
un voisinage de 0.

Une autre propriété intéressante de ces séries est leur comportement intuitif vis-a-vis des
opérations usuelles. Notamment, si I'on pose :

f(z) =ao+ a1z +az> + -+ et g(z) =by+biz+byz®+ -,
on a alors (pour des z assez petits) :
f'(2) = a1 + 2a22 + 3azz® + -

f(Z) + g(z) = ((Z(] + bo) + (CL1 + bl)Z + (CLQ + b2)22

f(2)g(z) = (ap+arz+agz® +---)(bo + b1z + by +--)
= aObO + (albO + a0b1>2’ + (a2b0 + a1b1 —+ a0b2)22 4 .-

Par conséquent, f’ est la série génératrice associée a la suite ((n + 1)ani1)nen, f + g est
celle associée & (a, + bp)nen, €t fg a (OCh_g akbn—)neN-

Intéressons-nous maintenant a la détermination de séries génératrices remarquables, qui nous
permettrons de calculer par la suite les développements des fonctions que nous obtiendrons.

2.2 Calcul des coefficients de fonctions « utiles »

Les séries génératrices que nous aurons a développer par la suite pourront étre exprimées

comme somme de fonctions plus simples de la forme z — -. Par conséquent nous allons

(1—2)

déterminer quelles sont les suites associées a ces fonctions. Nous commengons par calculer le

développement de z — ] .
—z



Soit g, la fonction définie (pour |z| < 1) comme suit :

n

gu(2) =1+ 2422+ +2

On remarque que

Zgn<z)_gn(z) = z—l—z2+---—|—z”+1—(1+Z+...+Zn)

Zn+1 _

Par conséquent g¢,(z) = T En faisant tendre n vers +oco, nous obtenons alors :
Z —

() = —
gnzn%+ool—z

Ce qui nous donne en définitive I’égalité suivante valable pour |z| < 1 :

l+z+22+- = )
1—-=z

autrement dit, la suite associée a la fonction z +— i est la suite constante égale a 1.
Deés lors nous pouvons écrire, pour a,b,c € R :

IS
—_

a

bz+c El— _bj
c

(=0)"

donc par conséquent le n'*™ coefficient associé a cette fonction s’écrira a-— T
c

Nous allons généraliser un peu plus notre propos, et développer f, : 2 — W.
—z

Pour cela procédons par récurrence. On sait que pour p = 1, tous les coefficients sont égaux
a 1. Pour p = 2, remarquons que fy = f|. Par conséquent, il suffit de dériver I’écriture de f; en

série génératrice pour obtenir :

fo(2) =1+22+32% 4 - -

. 1 . o
De maniere générale, on remarque que fp11 = » f,- On obtient ainsi par récurrence que,

fo(z) =1+ (f)z%— (p—;_l)zz—ir (p;2>z3+---
n+p—1

Soit par conséquent, le n™¢ coefficient associé a fp est égal a (”ﬂ’ 1) ll
Nous allons maintenant appliquer ces résultats une premiere fois a la suite de Fibonacci.

pour tout n € N :



2.3 La suite de Fibonacci
2.3.1 Génération de la suite

La suite de Fibonacci a été introduite au Xllle siecle par Leonardo Fibonacci. Cette suite
peut représenter, par exemple, I’évolution d’une population de lapins qui se reproduisent de
la maniere suivante. Un jeune couple de lapins met un mois a devenir adulte, et tout couple
de lapins adultes donne naissance a un nouveau couple chaque mois. On note f,, le nombre de
couples de lapins présents au début du n'®™° mois, et on suppose qu’au premier mois, on ne
possede qu’un unique couple de jeunes lapins.

Nous commengons par déterminer la formule de récurrence. Le nombre de couples de lapins
naissant le (n + 2)®™° mois est égal au nombre de couples 4gés de plus d’un mois présents. Or
il vy a fui1 — fn couples qui sont nés au (n + 1) mois qui sont donc des jeunes qui ne se
reproduisent pas. Chacun des f,, couples 4gés d’au moins un mois donne alors naissance a un
nouveau couple. On a en définitive :

fn+2 =2fn + (fn-i-l - fn) = fn—i—l + fu-

Les conditions initiales sont données par fo =0 et f; = 1.

1++5
9

tend vers ¢ quand n tend vers l'infini, comme nous

Cette suite est tres connue en raison de son lien avec le nombre d’or ¢ = . En

fn+1

particulier on remarque que le rapport
n
le montrerons ci-dessous.

2.3.2 Construction et calcul de la série génératrice

Soit ¢ la série génératrice associée a la suite de Fibonacci, qui est définie par :

V(2) = fo+ fiz+ foz 4

Nous utilisons alors la relation de récurrence pour calculer explicitement 1. En effet, en
écrivant f,.o = fo11 + fn dans la formule précédente, nous obtenons :

P(z) = fot+ frz+ foa2?+--
= f0+f12+(f222+f32’3+f424+"')
= 24+ ((fo+ )2+ (it f)22+ (f+ fo)2' 4+
= Z+Z2(f0+f12+f222+"’)+Z<f0+f12+f222+"')
= 2+ 29(2) + 2%Y(2).

On vient d’appliquer a la série génératrice la relation de récurrence que nous connaissions
pour la suite. Cela se traduit par une égalité fonctionnelle, particulierement simple dans ce cas
particulier, qui nous permet de déterminer 1) :

z

¥(2)

Ce n’est malheureusement pas une forme que 1’on sait facilement développer en série entiere.
Nous allons donc la décomposer en éléments simples. Commencons par déterminer les solutions

1—z— 22



Vh—1 1 1++5

de 224+ 2—1=10. On obtient w; = ~———— = — et Wy = —————— = —¢, oll on a posé

2 b 2
1445
2

le nombre d’or. On écrit alors :

¢
a b
-

Wi —2 (Wo—2

P(z) =

En réduisant au méme dénominateur il vient :

—(a+0b)z+ (—ad) + b)

_ ) —Z
v(z) = 24+2—-1 2421

d’ou on tire le systeme :

a+b = 1

b

——ap = 07

¢
) @?
SOl’ca:1+¢2etb:?¢2

En utilisant les calculs du paragraphe précédent et en déterminant la série génératrice
associée a 1, nous obtenons alors pour f, :

1 1
R S
_ 1 ¢n+1 N (_1)n+1
1 _|_¢2 qbn—l

On en déduit une expression explicite pour la suite de Fibonacci ne nécessitant pas le calcul
des n premiers termes pour donner f, .. En particulier, on obtient bien, grace a un petit calcul,

3 Urne aléatoire

Les urnes aléatoires ont été introduites il y a plus de trois siecles, et les premiers résultats
ont été démontrés par Jacob Bernouilli et Laplace [Laplace, 1819]. Par la suite de nombreuses
urnes particulieres ont été introduites pour modéliser certains problemes, parmi lequelles les
urnes d’Ehrenfest, Friedman ou encore Pdélya sont certainement les plus connues.

Nous allons maintenant utiliser les outils que nous venons de développer pour étudier 1'urne
de Polya. Comme l'approche que nous avons choisi s’étend sans grandes difficultés a de tres
nombreux types d’urnes, nous nous placerons pour commencer dans un cadre général. Nous
laissons a la curiosité du lecteur I'application des résultats obtenus ici a d’autres urnes aléatoires,
comme 1'urne d’Ehrenfest, ou bien d’autres!.

1. Par exemple 'urne de Friedman qui suit la régle suivante : lorsqu’on tire une boule d’une couleur, on ajoute
une boule de 'autre couleur. Cette urne modélise par exemple une campagne électorale ou les deux candidats
sont tellement mauvais que toute personne écoutant un électeur convaincu de voter pour I'un parler choisit
aussitot de voter pour lautre (Toute ressemblance avec une élection existante ou ayant existé est purement
fortuite).



FIGURE 1 — Arbre des histoires d’une urne de Pélya

3.1 Série génératrice associée a I'urne aléatoire

Commencons par nous intéresser a une urne aléatoire générale. Rappelons que la regle est
la suivante : si on a tiré une boule rouge, on ajoute a boules rouges et 5 bleues a l'urne, et
si on a tiré une boule bleue, on en ajoute v rouges et d bleues. On note ag et by le nombre
(déterministe) de boules respectivement rouges et bleues présentent a 'instant 0, et a,, et b, le
nombre (aléatoire) de boules de chaque couleur présentes dans 'urne apres n étapes.

Nous cherchons quelle est la probabilité pour une urne donnée d’arriver apres n étapes
a une configuration avec a boules rouges et b boules bleues. Pour cela nous avons besoin de
déterminer le nombre d’« histoires » possibles pour I'urne conduisant a une configuration avec
a boules rouges et b boules bleues en n étapes. Une « histoire » est donnée par la suite des
boules tirées, chacune étant supposées distinctes. Par exemple, pour I'urne de Pdlya partant
d’une boule rouge et d'une boule bleue, il existe deux histoires menant a deux boules rouges et
deux boules bleues apres deux étapes : celle ot on a d’abord tiré la boule rouge et celle ot on a
d’abord tiré la boule bleue. Il existe également deux histoires menant a trois boules rouges et
une bleue selon la boule rouge tirée a la deuxieme étape, I’« ancienne » ou la « nouvelle ».

La Figure 1 montre que pour I'urne de Pdlya, apres 2 étapes, chacune des compositions
possibles est donnée par deux histoires. On remarquera que ’on distingue bien dans la deuxieme
étape le choix de la premiere boule rouge et celui de la deuxieme dans la partie gauche du
tableau, et de méme dans la partie droite pour ce qui est des boules bleues.

Toutes les histoires possibles de longueur n sont équiprobables. Par conséquent, si on note
hn(a,b) le nombre d’histoires de longueur n menant a une urne composée de a boules rouges et
b boules bleues et h,, le nombre total d’histoires de longueur n, alors on a :



Nous allons calculer h,(a,b) grice a la notion de série génératrice. Comme la quantité
hn(a,b) croit trés vite quand n croit, nous allons utiliser une série génératrice exponentielle,

. haa,b)
associée a ——=
n!

Il y a néanmoins un autre probléme, nous avons trois quantités a retenir simultanément : le
nombre de boules rouges, le nombre de boules bleues, et le nombre d’étapes que nous avons ef-
fectué. Néanmoins, apres n étapes, 'urne ne peut étre que dans un nombre fini d’états différents,

par conséquent, la somme suivante :

,oun!=1x---xmn, qui croira donc a un rythme bien plus acceptable.

> ha(a,b)zy’
a,b

est finie quel que soit 'entier n. C’est un polynéme en deux variables x et y. Si x et y sont
maintenant pensés comme des parameétres, la connaissance de cette quantité (dépendant de n)
pour tout couple (z,y) nous permettra de remonter au polynéme puis aux coefficients. Etudions
donc la série génératrice exponentielle associée a ces quantités :

2

Hyy(2) = (Z ho(a,b)x“yb> + (Z hl(a,b)xayb) §+ (Z hQ(a,b)xGyb) % I

a,b a,b a,b

Ceci nous permet donc d’introduire la série génératrice exponentielle associée a I'urne comme
la fonction de trois variables z,y, 2z suivante :

H:(z,y,2)— Hy,y(2).

Comme nous l'avons vu précédemment, connaitre cette fonction nous permet de remonter
aux coefficients, en considérant tout d’abord (x,y) comme des parametres de notre fonction de
la variable z.

Pour z = y = 1, la fonction z — H(1, 1, z) est intéressante en elleeméme. En effet, h, est
la somme des h,,(a,b) pour tous les couples (a,b) possibles (le nombre d’histoires de longueur
n est bien égal a la somme sur tous les états possibles du nombre d’histoires de longueur n
menant E}L un état donné). Par conséquent, comme H(1,1,2) est la somme de tous les termes
hn(a,b)

z . . N N
7‘7 pour a, b,?’L entlers, €en Commengant par faire les sommes par rapport aaetba
n.

n

. ’ . ;. z .
entier n fixé, on obtient que H(1,1, z) s’écrit comme la somme des hn—‘. Autrement dit, nous
n!
venons de prouver que la fonction z — H(1,1, 2) est la série génératrice exponentielle associée
a la suite (hy,).
Afin d’établir une égalité fonctionnelle pour H, il va nous falloir utiliser une représentation
astucieuse de notre urne aléatoire, utilisant des équations aux dérivées partielles.

3.1.1 Représentation d’une urne aléatoire par une dérivation

Nous pouvons remarquer que dans la série génératrice précédente, une urne avec a boules
rouges et b boules bleues est représentée par le mondéme z%°. Or si on définit les fonctions
suivantes :

U:T,y—x

VIxT,Y =Yy,



on a %" = u®(x, y)v’(x,y). On dit alors que I'urne contenant a boules rouges et b boules bleues
est codée par la fonction u®v®.

Lorsqu’on réalise un tirage de cette urne, on crée a histoires pour lesquelles on a tiré une
boule rouge et b pour lesquelles c’est une boule bleue qui est tirée. Par conséquent, a une
fonction uv®, on associe a fonctions u®+*v**? et b fonctions u®*t7v*+. Cela revient a appliquer

Iopérateur aux dérivées partielles suivant a notre fonction :
D = w9, + u”v“l@y.

En effet on a D(u™’) = aut™®v®*? 4 bu® 0"+, Par conséquent 1'évolution de I'urne est
gouvernée par cet opérateur, que I’on associe a 'urne. On peut se servir de celui-ci pour réécrire
la série génératrice associée a 1'urne.

3.1.2 Systeme différentiel associé a ’urne

La série génératrice que nous cherchons est obtenue en itérant la dérivation associée a
I'urne. Supposons que nous commencions avec ag boules rouges et by boules bleues. L’état
est représenté par u®v®. Les états accessibles aprés une étape, (comptés avec le nombre de
maniéres possibles pour arriver & chacun d’entre eux) sont représentés par D(u®v®). Apres
deux étapes c’est D(D(uv™)) = D?(uv?) qui code la somme des états accessibles, puis
D3 (u%v™) apres trois étapes, etc..

On peut alors réécrire la série genératrice en regroupant tous les termes associés a z". Grace
a l'opérateur D, nous pouvons alors écrire :

H(z,y,2) = (u™v")(z,y) + Do) (x,9) + 5; 772( V) (@, y) + i 173( V) (@ y) +

Ceci nous donne un moyen d’obtenir une équation fonctionnelle satisfaite par H. Pour cela,
appliquons l'opérateur D a 1’égalité ci-dessus.

D(H)(u,v,2) = ZD”“(u“vb)%

+o00o n
= 90.> D"(u™’
n=1
= 0,H.
H vérifie par conséquent I’équation aux dérivées partielles suivante :
0,H = az’aﬂyﬁaxH + :z:”y‘”layH.

Pour résoudre cette équation différentielle on va chercher un couple de fonctions (X (z), Y (z))
qui se comportent, lorsqu’on les dérive par rapport a z, de la méme maniere que u et v lorsqu’on
leur applique D. Autrement dit on veut que, pour tout choix de (a,b) € N, on ait :

(XYY (2) = aX (2)*TY (2)" + bX(z)“ﬂY(z)bM.

10



Or on sait que :

(Xayb)l _ aXaflxlyb + bXaybflyl.
Donc en choisissant successivement a = 1,0 =0 et a = 0,b = 1, il vient que X et Y vérifient
en particulier le couple d’équations différentielles suivant :

Y — X’yyé—i-l

Maintenant, si les équations différentielles suivantes sont vérifiées par un couple de fonctions
(X,,Y,) satisfaisant la condition initiale X,(0) = x,Y}(0) = y, alors on a :

{ X — on-i—lyﬂ

0.(X2Y))(2) = D(u"’)(X(2), Y (2)) = aX ()Y (2)""7 + bX (2)*T7Y (2)"*°.

n

Or H(z,y,2z) =212 D”(uaovbo)(x,y)%, donc on a :
400 . on
Hiryz) = Y Do) (X0, %,0))
n=0 :
+oo b on
- S oxEY0
= (Xa(2)"Y,(2)")

Nous venons d’obtenir une méthode générale permettant de calculer les valeurs de h,(a,b).
Grace a cette formule, si on est capable de résoudre le systeme d’équations différentielles pré-
cédent pour une urne aléatoires, alors on est capable de calculer la probabilité d’arriver dans
un état donné en un certain nombre d’étapes. Nous allons maintenant appliquer les résultats
obtenus au cas de I'urne de Pdlya.

3.2 L’urne de Pdlya

Rappelons que 'urne de Pélya permet d’étudier I'évolution d’une population de deux es-
peces. Elle a été introduite par Pdélya [Polya, 1930] et été étudiée maintes fois par la suite.
[Tautu, 2006] en donne un bref aper¢u historique. L'urne est définie avec les quantités sui-
vantes : a = 1,5 =0,7=0et 6 = 1, autrement dit, quand on tire une boule d’une couleur, on
en ajoute une de la méme couleur. Le systeme associé a 'urne est alors le suivant :

X = X2
Y = Y2
i

Y,(t) = 1—yyt On a alors :

bo
x ao Y
H(x’y’z):<1—xz> (1—yz> '

On peut alors développer H en séries entieres pour calculer h,(a,b). Pour cela nous com-
mencerons par rappeler que :

ao 1
( - ) =z + o 22+ G0t 2?2+
1—2xz apg — 1 ag— 1
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qui se résout immédiatement en X, (t) = T2
—x




On doit maintenant réaliser le produit des deux développements suivants pour obtenir le
développement en séries génératrices de notre urne. Rappelons que :

(ao +Cl12+a222 —+ - )(bo +b12+b222 =+ ) = aobo —+ (a1170 +Cl0b1)2+ (ngo —l—albl —|—a0b2)22 4+

En d’autres termes, au produit de deux séries génératrices de coefficients (a,) et (b,) est
associé la suite (agb, + aib,—1 + -+ + anby). Dans notre cas, la série entiere de z H, ,(2) =
H(z,y,z) (nous considérons de nouveau z et y comme des parameétres) posséde les coefficients
suivants :

b0+n—3 n+1 ag b0+n—4 2 m ao+n—3 n+1
( bo—]_ >=Ty +<6L0—1 bo—]. vy * * (IO—]_ o v

Or rappelons que ces coefficients s’écrivent également (c.f. Section 3.1, la définition de H (z, vy, 2)) :

1
=l (hn(O, n+ Q)yn+2 + hn(l,n + 1)xyn+1 4+ 4 hn(n +1, 1)l'n+1y) ‘
n:

Ceci nous permet par conséquent de calculer le nombre d’histoires de longueur n menant a
un état particulier de 'urne :

hn(a,b) { ((i)’_ll)(b%:ll) siag<a<ay+netsib=n+ay+b—a
nl

0 sinon.

De plus, en se souvenant que la série génératrice exponentielle associée a cette suite est

H(1,1,2) = on obtient ’égalité :

(1 — z>a0+bo’
hn i <7’L+a0+b0—1>

E_ a0+b0—1

Finalement, toutes les histoires étant équiprobables, si on note a,, le nombre de boules rouges
présentes dans I'urne a l'instant n et b,, le nombre de boules bleues présentes a cet instant, nous
obtenons les probabilités suivantes, qui nous permettent de déterminer I’évolution de toute urne
(on utilisera le fait que le nombre total de boules a l'instant n est connu, a,, + b, = ag + by + n,
par conséquent nous pouvons nous intéresser au seul nombre de boules rouges, celui de boules
bleues s’en déduit) :

(a—l ) (n+a0+bo—a—1)
P(a, =a,b,=n+ay+by—a)=P(a, =a) = a01<n+a0+bl;011) siag<a<ayg+n
ag+bo—1

Nous pouvons maintenant interpréter les résultats obtenus. Commengons par une observa-
tion. On remarque que si ag = by = 1, c’est-a-dire que 'on commence avec une boule rouge
et une boule bleue dans 1'urne, alors toutes les urnes possibles au temps n ont exactement la
méme probabilité d’apparaitre.

Mais cette propriété n’est pas vraie quel que soit le nombre de boules avec lequel nous
débutons : par exemple, si nous étudions une urne dans laquelle il y a au départ deux boules
de chaque couleur, soit ag = by = 2, nous obtenons grace a un calcul rapide :

(@a=1)(n+3—a)

P(a, =a) = n+3)(n+2)(n+1)
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FIGURE 2 — Distribution des probabilités d’apparition d’une urne aprés 30 tours en fonction des
conditions initiales

Ainsi, dans ce cas, on voit clairement que tous les états possibles au temps n ne sont pas
équiprobables. En particulier, une urne qui posseéde une moitié de boules rouges apparait avec
3(n+4)2
2(n+3)(n+2)(n+1)

rouges a 1’étape n n’apparait qu’avec la probabilité

a I’étape n alors qu’'une urne ne possédant que deux boules

6
(n+3)(n+2)

Sur la Figure 2, nous avons représenté la probabilité de posséder a boules rouges pour
une urne de Poélya ayant subi 30 étapes d’évolution, a partir de toutes les situations initiales
possibles avec 10 boules, de 1 rouges et 9 bleues a 9 rouges et 1 bleues.

Chacune de ces distributions de probabilités est « piquée » au voisinage de la proportion de
boules qu’il contient. Autrement dit, une urne de Polya favorise dans le futur les configurations
qui possedent un nombre moyen de boules voisin du sien.

Ainsi une urne de Pélya commencant avec une proportion r de boules rouges parmi ses boules
rend plus probable les compositions d’urnes pour lesquelles cette proportion est conservée. En

la probabilité

particulier, si on commence avec — de boules rouges dans I'urne, on a de fortes chances que

ce rapport soit conservé pour toujours. Ce phénomene s’accentue quand le nombre total de
boules augmente, autrement dit, plus le nombre initial de boules est grand, plus il est difficile
de modifier le ratio de boules rouges présentes dans I'urne.

Or une urne aléatoire vérifie une propriété remarquable : si & un moment donné nous re-
gardons dans 1'urne le nombre de boules de chaque couleur et que nous replacons ensuite le
couvercle, et recommencons a faire évoluer cette urne, alors I'urne se comporte comme si on
avait des le début commencé avec la composition que nous venons de découvrir. Cette propriété
s’appelle la propriété de Markov. L’urne évolue a partir du temps n exactement comme si on
avait a I'instant intial commencé avec a,, boules rouges et b, boules bleues.

Revenons a l'urne de Podlya. On vient de voir que si la composition initiale est de une
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FIGURE 3 — 11 réalisations d’'urnes de Pélya au cours du temps, partant d’une boule rouge et d'une
boule bleue

boule rouge et une boule bleue, alors a un instant donné toutes les compositions de 'urne sont
équiprobables. Mais alors le ratio de boules rouges dans I'urne est une variable aléatoire choisie
uniformément au hasard. Or si on repart ensuite d’un instant donné, ce ratio aura tendance
a se conserver! Par conséquent, le ratio de boules rouges tend vers une constante, mais cette
constante est aléatoire de loi uniforme.

Autrement dit, si on trace le graphe représentant I’évolution du nombre de boules rouges
présentes dans I'urne au cours du temps, on obtient pour chaque réalisation de I’expérience une
courbe proche d’une droite linéaire, mais dont la pente est aléatoire, et varie de telle fagon qu’a
un temps donné, sa distribution sur I'axe des ordonnées varie selon une loi uniforme (& entier
n fixé, les probabilités d’atteindre chacun des points (n, k) pour 1 < k < n + 1 sont égales).

On a représenté sur la Figure 3 ’évolution du nombre de boules rouges de 11 réalisations
d’urnes de Poélya, entre les instants 0 et 500. On remarquera l'allure de droite de ces courbes,
ainsi que leur caractére uniforme.

L’urne de Podlya modélise donc une population autostable, pour laquelle tout équilibre a
un instant donné tend a étre conservé a l'infini, avec une probabilité d’autant plus grande
que le nombre d’individus est grand, cet équilibre restant toutefois aléatoire. Nous pourrions
préciser quelle est la probabilité, partant d’une situation donné, que ces populations s’éloigne de
maniere significative de leur équilibre, c¢’est ce dont s’occupe la théorie des grandes déviations.
De nombreuses autres questions peuvent encore se poser sur le comportement a ’infini de telles
urnes.

4 Conclusion

On a vu dans cet article comment nous pouvions utiliser des séries génératrices pour cal-
culer certaines quantités (suite récurrente d’ordre 2, comme la suite de Fibonacci, probabilité
pour une variable aléatoire d’avoir une valeur donnée, nombres d’objets de taille n dans un
ensemble...). Le nombre d’application possibles ne s’arréte certainement pas ici. Il y a encore de
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nombreux cas pour lesquels cette méthode se révele I'une des plus aisée, comme pour le calcul
des nombres de Catalan, qui comptent le nombre d’arbres planaires a n branches (ou bien le
nombre de parenthésages de longueur n). Dans ce cas la résolution de la relation de récurrence
se transforme en la résolution d’'une équation du second degré. Un autre exemple est le nombre
t, de triplets d’entiers naturels de somme égale a n (pour celui-ci nous avons déja fait tous les

calculs dans la Section 2.2, il suffit de considérer le développement de z — 5 ! de deux

1
(1—-2)
manieres distinctes), et encore bien d’autres.

En ce qui concerne les urnes aléatoires en général, il est possible de s’intéresser de plus pres
au systeme différentiel que nous leur avons associé, comme dans l'article [Flagolet, Dumas et
Puyhaubert 2006]. Ainsi il devient possible d’étudier le comportement a long terme de certaines
classes d'urnes aléatoires. Dans ce cas, il apparait que les proportions de boules rouges et bleues
peuvent se comporter de maniere bien plus étrange que dans le cas d’une urne de Polya.
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